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§  1.    Einleitung. 

In  seinen  „Meditationes  algebraicae"  stellt  War  in g^)  ohne  den 
Versuch  eines  Beweises  folgende  Behauptung  auf: 

„Omnis  integer  numerus  vel  est  cubus;  vel  e  duobus,  tribus, 
4,  B,  6,  7,  8,  vel  novem  cubis  compositus :  est  etiam  quadrato-qua- 
dratus ;  vel  e  duobus,  tribus,  etc.  usque  ad  novemdecim  compositus, 
et  sie  deineeps:  consimüia  etiam  affirmari  possunt  (exceptis  exci- 
piendis)  de  eodem  numero  quantitatum  earundem  dimensionum." 

Es  handelt  sich  hier  um  positive  ganze  Zahlen.  Die  Tatsache, 
daß  jede  solche  Zahl  in  vier  oder  weniger  Quadrate  ganzer  Zahlen 
zerlegbar  ist,  war  bereits  früher  durch  Lagrange ^)  bewiesen 
worden.     Von  "Waring  wird  neu  behauptet: 

1)  jede  ganze  positive  Zahl  ist  darstellbar  als  Summe  von 
höchstens  neun  positiven  Kuben; 

2)  jede  ganze  positive  Zahl  ist  darstellbar  als  Summe  von 
höchstens  neunzehn  positiven  Biquadraten; 

3)  für  jedes  ganze  w  >  4  die  Darstellbarkeit  jeder  ganzen 
positiven  Zahl  durch  eine  beschränkte  Anzahl  von  positiven  nten 
Potenzen,  das  heißt  durch  eine  Anzahl,  die  unterhalb  einer  ge- 
wissen, nur  von  n  abhängenden  Zahl  liegt. 

Die  vorliegende  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  Problemen,  die  sich 
aus  den  angegebenen  Behauptungen  ergeben  oder  mit  ihnen  eng 
zusammenhängen. 

Diese  Einleitung  wird  eine  allgemeine  Übersicht  über  den 
Stand  der  Probleme  geben  und  auf  einige  neue  Resultate,  welche 
die  Arbeit  enthält,  hinweisen.  Für  ausführliche  Literaturnachweise 
sei  auf  die  einzelnen  Paragraphen  verwiesen. 

Zu  den  unter  1),  2)  und  3)  angegebenön  Behauptungen  sei  zu- 
nächst Folgendes  bemerkt: 

1)  Waring,  Meditationes  algebraicae,  3.  Auflage,  Cambridge,  1782,  S.  349. 

2)  Nouv.  Memoires  de  l'Academie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de 
Beriin,  1770,  S.  123/133   oder  (Euvres  de  Lagrange,  Bd.  3,   1869,  S.  189/201. 
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Zu  1):  Von  Herrn  Wief  er  ich  ^)  ist  bewiesen,  daß  jede  ganze 
positive  Zahl  durch  höchstens  neun  positive  Kuben  darstellbar  ist 
(abgesehen  von  einigen  geringen  Fehlern  im  Beweis,  die  in  §  5 
dieser  Arbeit  richtig  gestellt  werden).  Andererseits  gibt  es  Zahlen, 
die  genau  neun  Kuben  erfordern. 

Zu  2):  Herr  Wie ferich^)  hat  bewiesen,  daß  jede  Zahl  durch 
höchstens  37  positive  Biquadrate  darstellbar  ist,  und  es  gibt  Zahlen, 
die  genau  19  Biquadrate  erfordern.  Aber  es  ist  unbekannt,  ob 
jede  Zahl  durch  19  Biquadrate  darstellbar  ist. 

Zu  3):  Für  jedes  ganze  w  >  2  ist  von  Herrn  Hilberth)  die 
Richtigkeit  der  Behauptung  allgemein  bewiesen,  insbesondere  also 
für  w  >>  4. 

Der  von  Herrn  Hilbert  für  diesen  wichtigen  Satz  gegebene 
Beweis  zerfällt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  Teile  wird  eine  Identität 
abgeleitet,  die  gestattet,  von  der  Grültigkeit  des  Satzes  für  einen 
Exponenten  n  sofort  auf  seine  Richtigkeit  für  den  Exponenten 
2n  zu  schließen  (vgl.  hierzu  §  3).  Im  zweiten  Teile  der  Arbeit 
wird  auf  elementarem  Wege,  aber  mit  sehr  komplizierten  Über-- 
legungen  auf  Grrund  der  im  ersten  Teile  der  Arbeit  abgeleiteten 
Identität  und  auf  Grrund  der  Richtigkeit  des  Satzes  für  n  ^  2 
seine  Richtigkeit  für  jeden  ganzzahligen  Exponenten  n  >  3  be- 
wiesen. Herr  Hilbert  benutzt  bei  der  Ableitung  seiner  Iden- 
tität in  der  in  Anm.  3  zuerst  zitierten  Arbeit  ein  25-faches 
Integral;  in  der  zweiten  in  Anm.  3  zitierten  Arbeit  gelingt  es, 
die  Existenz  derselben  Identität  mit  Hilfe  eines  5-fachen  Integrals 
zu  beweisen.  Herrn  Haus dor ff ^)  ist  es  gelungen,  die  Hilbertsche 
Identität  auf  einem  noch  etwas  einfacheren  Wege  (aber  immer 
noch  mit  transzendenten  Hilfsmitteln)  zu  gewinnen.  Den  zweiten 
Teil  der  Hilbertschen  Arbeit  hat  Herr  Stridsberg^)  wesent- 
lich vereinfacht,  der  übrigens  auch  an  dem  Hausdorffschen  Beweise 
noch  eine  kleine  Vereinfachung  angebracht  hat. 

Der  Beweis  von  Herrn  Hilbert  ist  ein  reiner  Existenzbeweis ; 
er  liefert  also  an  sich  noch  keine  explizite  obere  Schranke  für  die 
Anzahl  der  positiven  wten  Potenzen,  die  bei  gegebenem  n  zur 
Darstellung  jeder  positiven  ganzen  Zahl  erforderlich  sind. 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  95/101. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.«66,  1909,  S.  106/108. 

3)  Nachrichten  d.  K.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  zu  Göttingen,  Mathe- 
matisch-physikalische Klasse,  1909,  S.  17/36  und  Math.  Annalen,  Bd.  67,  1909, 
S.  281/300. 

4)  Math.  Annalen,  Bd.  67,  1909,  S.  301/305. 

5)  Arkiv  für  Matematik,   Astronomi  och  Fysik,   Bd.  6,  1911,  Nr.  32  und  39. 
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Es  bestehen  daher  auch  nach  Herrn  Huberts  Beweis  des  all- 
gemeinen Satzes  die  folgenden  Aufgaben: 

Für  eiiien  gegebenen  Exponenten  ^)  «  >  2  eine  obere  Schranke 
wirklich  anzugeben  und  auf  ihren  kleinsten  Wert  herabzudrücken. 

Diese  kleinste  obere  Schranke  möge  übrigens  7,,  heißen ;  g^  ist 
mithin  durch  folgende  beiden  Eigenschaften  bestimmt :  Jede  posi- 
tive ganze  Zahl  ist  durch  g^  oder  weniger  positive  wte  Potenzen 
darstellbar,  und  es  gibt  mindestens  eine  Zahl,  für  deren  Darstellung 
genau  g^  positive  «te  Potenzen  erforderlich  sind.  Daß  es  zu  jedem 
n  eine  Zahl  </„  mit  diesen  Eigenschaften  gibt,  ist  der  Inhalt  des 
Hilbertschen  Satzes. 

Mit  (/„(s)  ferner  mag,  wenn  s  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  die 
kleinste  Anzahl  von  positiven  wten  Potenzen  bezeichnet  werden, 
die  zur  Darstellung  der  einzelnen  Zahl  s  erforderlich  ist.  Nach 
dem  Satz  von  Hubert  sind  bei  festem  n  die  Zahlen  </„  (s)  beschränkt, 
und  es  ist  offenbar  das  Maximum  der  Zahlen  //„(s)  gleich  g^. 

Unabhängig  von  Herrn  Hilberts  allgemeinem  Beweis  und  zu- 
meist früher  als  dieser  ist  die  Beschränktheit  von  ^„(s)  bewiesen 
und  sind  explizite  obere  Schranken  für  g^  angegeben  worden  bei 
folgenden  Exponenten :  n  =  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  10.^)  Im  §  11  des 
Folgenden  werden  Identitäten  mitgeteilt,  die  Schranken  für  g^^ 
und  ^,4  ergeben. 

Der  wahre  Wert  von  //„  ist  nur  bekannt  für  die  beiden  Fälle 
u  =  2  und  w  =  3,  nämlich  g^  =  4:  und  g^  =  9. 

In  allen  anderen  Fällen,  soweit  sie  untersucht  sind,  muß  man 
sich  begnügen,  eine  möglichst  kleine  obere  Schranke  und  zugleich 
eine  möglichst  große  untere  Schranke  für  g^^  zu  bestimmen. 

Die  kleinste  bisher  bekannte  obere  Schranke  für  g^  wird  in  §  7 
wesentlich  erniedrigt  werden.  Zur  Bestimmung  nicht  -  trivialer 
unterer  Schranken  für  ^„  dient  vor  allem  die  einfache  Bemerkung, 
daß  jede  Zahl,  die  kleiner  als  3"  ist,  nur  aus  den  beiden  Zahlen 
1",  2"  zusammengesetzt  werden  kann.  ^) 

Ferner  sind  bisher  folgende  Probleme  in  Angriff  genommen 
worden : 

Man  weiß  nicht  nur,  daß  g^  =  4  ist,  sondern  auch,  daß  immer 
wieder  Zahlen  kommen,   die   genau  4  positive  Quadrate  erfordern, 


1)  Da   die   in   der   vorliegenden  Arbeit   behandelten  Probleme   für  den  Fall 
n  =  1  trivial  sind,  setzen  wir  stets  n  ^^  2  voraus. 

2)  Für  läteraturangaben  über  diese  Fälle  s.  §§  4 — 10. 

3)  Vgl.  hierzu  S.  44,  Anm.  3. 


oder  als  Formel  ausgedrückt: 

lim  sup^,(s)  =  4  ==  ^,. 

S  =  00 

Für  lim  sup  g„  (s)  führen  wir  die  kürzere  Bezeiclinung  G„  ein ; 

S  =   00 

dann  erhebt  sich  für  jedes  einzelne  n  die  Frage,  ob  6r„,  das  nicht 
größer  als  g,,  sein  kann,  immer  gleich  g„  ist,  oder  ob  für  manche 
n  auch  G^  <:  g^  ist.  Daß  dieser  letzte  Fall  wirklich  eintreten  kann, 
ist  von  Herrn  Landau^)  für  den  Exponenten  3  nachgewiesen 
worden ;  es  ist  nämlich  von  einer  gewissen  Stelle  an  jede  Zahl  durch 
höchstens  acht  positive  Kuben  darstellbar,  also: 

G.^S^g,. 

Für  jeden  Exponenten  außer  n  =  2  und  n  =  3  ist  diese 
Frage,  ob  G^  <:  g„  oder  G„  =  g„  eintrifft,  noch  offen. 

Eine  untere  Schranke  für  g^  ist  mithin  vielleicht  nicht  zugleich 
eine  untere  Schranke  für  6r„.  Für  die  Bestimmung  nicht-trivaler 
unterer  Schranken  von  6r„  stehen  uns  zwei  Mittel  zur  Verfügung. 
Das  eine  ist  ein  Satz,  den  unabhängig  voneinander  die  Herren 
Hurwitz  ^)  und  Maillet^)  entdeckt  haben,  und  der  besagt,  daß 
immer  wieder  Zahlen  kommen,  die  mindestens  w  + 1  positive  Po- 
tenzen wter  Ordnung  erfordern,  oder  als  Formel: 

G^n^n  +  l, 

und  noch  etwas  mehr,  nämlich: 

lim  sup  — ^jr^^  -<  1, 

wobei  Ic  nur  ganzzahlige  Werte  annehmen  mag  und  C{k,  w)  die 
Anzahl   der  ganzen  positiven  Zahlen   bedeutet,   die  ^  k  sind  und  | 

höchstens  n  positive  nie  Potenzen  erfordern.  In  §  2  wird  be- 
wiesen, daß  sogar: 

,.  Cik,n)       1 

lim  sup     \'     <:  —r 

fc  =  oo         k  n\ 

ist. 

Das  zweite  erwähnte  Hilfsmittel  bilden  Kongruenzüberlegungen,*) 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  102/105  oder  Landau,  Handbuch  der 
Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen,  1909,  Bd.  1,  S.  555/559.  Der  Beweis 
wird  mit  einem  geringfügigen  Zusatz  in  §  5  reproduziert. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.  65,  1908,  S.  424/427. 

3)  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  seances  de  l'Acadämie  des  Sciences, 
Paris,  Bd.  145,  l907,  S.  1399/1400  und  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de 
France,  Bd.  36,  1908,  S.  69/77. 

4)  Solche  Überlegungen  finden  sich  schon  bei  Waring,  Meditationes  alge- 
braicae,  3.  Auflage,  Cambridge,  1782,  S.  363. 
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Durch  derartige  Kongruenzbetrachtungen  wird  z.  B,  in  §  6  gezeigt, 
daß 

^,  >  16 

ist,  während  bisher  nur  G^  >  15  bekannt  war. 

Außerdem  erwähnen  wir  das  Problem :  bei  gegebenem  n  die 
Zahlen  in  Restklassen  nach  geeignet  gewählten  Moduln  einzuteilen 
und  die  Elemente  der  einzelnen  Restklassen  auf  ihre  Darstellbar- 
keit durch  wte  Potenzen  hin  zu  untersuchen. 

Durch  den  Satz: 

,.  C(k,n)        1 

lim  sup  — ^^  <  -j 

i=  CO  rt'  "• 

und  durch  passende  Kongruenziiberlegungen  gelingt  es  leicht,  Aus- 
sagen folgender  Art  zu  beweisen: 

1)  In  jeder  Restklasse  modulo  9  gibt  es  unendlich  viele  Zahlen, 
die  nicht  als  Summe  von  drei  Kuben  darstellbar  sind. 

Dieses  ist  eine  Erweiterung  eines  Satzes  von  Herrn  Hurwitz 
(in  der  oben  erwähnten  Arbeit): 

Unter  den  Zahlen,  die  durch  9  dividiert  einen  der  Reste 
0,  ±  1,  ±  2,  ±  3  lassen,  gibt  es  unendlich  viele,  die  nicht  als  Summe 
von  drei  Kuben  darstellbar  sind  (s.  §  5). 

2)  In  jeder  Restklasse  modulo  16  gibt  es  unendlich  viele 
Zahlen,  die  nicht  als  Summe  von  vier  Biquadraten  darstellbar 
sind  (s.  §  2). 

Durch  diesen  Satz  wird  eine  Frage  entschieden,  die  Herr 
Hurwitz  am  Schluß  seiner  genannten  Arbeit  offen  gelassen  hat. 

Ferner  sind  in  der  Literatur  Probleme  allgemeinerer  Art  auf- 
gestellt und  zum  Teil  beantwortet  worden.  So  die  Frage  nach 
der  Darstellbarkeit  der  Zahlen  durch  eine  feste  Anzahl  von  Poly- 
gonalzahlen ^).  Die  Polygonalzahlen  m  ter  Ordnung  sind  für  m  ^  3 
definiert  als  Zahlen  von  der  Form: 

für  r  =  0,  1,  2,  3,  . .  ,.  Fermat*)  hat  ohne  Beweis  die  Behaup- 
tung ausgesprochen,  daß  jede  ganze  positive  Zahl  als  Summe  von 
höchstens  m  Polygonalzahlen  mter  Ordnung  darstellbar  sei.  Diese 
Behauptung   enthält   u,  a.   den  Satz   von   der   Darstellbarkeit   der 


1)  Da  wir  im  Text  uns  mit  den  Polygonalzahlen  nicht  zu  beschäftigen 
haben  werden,  mögen  die  wichtigsten  Arbeiten  über  obiges  Problem  an  dieser 
Stelle  angeführt  sein. 

2)  CEuvres  de  Fermat  ,  Bd.  3,  1896,  S.  252. 
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zahlen  als  Summe  von  höchstens  vier  Quadraten;  denn  die  Poly- 
gonalzahlen 4.  Ordnung  sind  offenbar  die  Quadratzahlen ;  für  m  =  4 
ist  der  Satz  also  von  Lagrange  bewiesen  vs^orden.  Der  bei 
weitem  schwierigste  Fall  w  =  3  wurde  durch  Gauß^)  erledigt. 
Mit  Hilfe  von  Gauß'  Untersuchungen  bewies  dann  Cauchy'')  den 
Satz  für  alle  wi  >-  4  mit  dem  Zusatz,  daß  höchstens  vier  der  Zahlen 
von  1  verschieden  zu  sein  brauchen  (die  Zahl  1  ist  eine  Polygonal- 
zahl für  jedes  m).  Später  bewies  Legendre^),  daß  von  einer  nur 
von  m  abhängenden  Stelle  an  keine  Zahl  mehr  als  fünf  Polygonal- 
zahlen mie,r  Ordnung  erfordert,  und  daß  sogar,  wenn  m  nicht 
durch  4  teilbar  ist,  vier  Polygonalzahlen  ausreichen. 

Dieses  Problem  gehört  zur  folgenden  Klasse  von  Fragen:  Es 
sei  fn{^)  eine  ganze  rationale  Funktion  nten  Grades  mit  ganz- 
zahligen oder  rationalen  Koeffizienten,  welche  für  ganzzahlige 
Werte  von  x  nur  ganzzahlige  Werte  annehmen  soll ;  der  Koeffizient 
der  höchsten  Potenz  sei  positiv.  Für  fn{x)  läßt  sich  ein  ct^  be- 
stimmen, sodaß  für  alle  x>,x^  die  Funktion  dauernd  nicht-negativ 
ist.  Wir  betrachten  das  System  nicht  -  negativer  ganzer  Zahlen 
/"„(ic),  das  wir  erhalten,  wenn  wir  für  x  alle  ganzen  Zahlen  '^x^ 
einsetzen,  und  nehmen  in  das  System  noch  die  1  auf,  falls  sie  ihm 
nicht  bereits  angehört.  Herrn  Maillet  verdanken  wir  Unter- 
suchungen über  die  Darstellbarkeit  der  ganzen  positiven  Zahlen 
durch  eine  feste  Anzahl  von  Elementen  eines  derartigen  Systems, 
und  zwar  hat  Herr  Maillet  folgende  Ergebnisse  hergeleitet^): 

1)  Disquisitiones  arithmeticae,  Art.  293  oder  Carl  Friedrich  Gauß'  Werke, 
Bd.  1,  1870,  S.  348/349. 

2)  Memoires  de  la  classe  des  sciences  mathematiques  es  physiques  de  l'In- 
stitut,  Bd.  14,  (1813,  1814,  1815),  S.  177/220  oder  (Euvres  completes  d'Augustin 
Cauchy,  Ser.  2,  Bd.  6,  1887,  S.  320/353. 

3)  Theorie  des  nombres,  3.  Auflage,  1830,  Bd.  2,  S.  331/356. 

4)  Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees ,  Ser.  5 ,  Bd.  2 ,  1896, 
S.  363/380.  Vgl.  auch :  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France,  Bd.  23, 
1895,  S.  40/49. 

Übrigens  hat  schon  Waring  (Meditationes  algebraicae,  3.  Auflage,  Cambridge, 
1782,  S.  350)  folgende  Behauptung  ohne  Beweis  ausgesprochen : 

„In  gen  er  e  omnis  integer  numerus  (adhibitis  limitibus  e  quantitatibus  datis 
exortis)  compositus  est  e  quodam  finito  numero  quantitatum  hujusce  generis 
aa;™  -\-  &x"  +  c«''  +  etc.  vel  e  quibusdam  numeris  quantitatum  oa;'"  +  &«"  +  c^'  +  etc. 
et  ex"  -\- fxt^ -\- gxV -\-  etc.  etc.  ubi  m,  n,  r,  etc.;  «,  ß,  y,  etc.;  a,  h,  c,  etc.;  e,  f,  g,  etc. 
integros  denotant  numeros. 

Cavendun\,  autem  est,  ne  praedictos  limites  pro  nihilo  habeamus :  forsan 
praedictae  quantitates  haud  incipiunt  ab  unitate ;  et  investigandus  est  limes  a  quo 
generaliter  incipiunt :  et  forsan  sunt  quantitates  hujusce  generis  3a;*  +  Qx^  +  24, 
ubi  omnes  quantitates  divisibiles  erunt  per  3 ;  et  consequenter  nullum  possunt 
conficere  numerum,  praeter  eos,  qui  dividi  possint  per  numerum  3,  etc." 
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Es  sei  /„(a;)  eine  Funktion  der  bezeichneten  Art,  wobei 
w  =  2,  3,  4  oder  5  sein  soll;  dann  gibt  es  eine  positive  ganze 
Zahl  /,  die  nur  von  dem  Grad  und  den  Koeffizienten  von  f„{x) 
abhängt,  von  der  Art,  daß  sich  jede  ganze  positive  Zahl  als  Summe 
von  l  oder  weniger  Zahlen  unseres  Systems  darstellen  läßt. 

Speziell  ist  in  diesem  Resultat  enthalten,  daß  jede  Zahl  durch 
eine   feste   Anzahl   Pyramidalzahlen   darstellbar  ist,    d.  h.   Zahlen 

x^  —  ^ 
von  der  Form  — 7^ —  für  ic  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .. 

In  §  12  wird  eine  notwendige  Bedingung  aufgestellt  für  Sy- 
steme ganzer  positiver  Zahlen  von  der  Eigenschaft,  daß  jede  po- 
sitive ganze  Zahl  ^'  durch  eine  feste,  von  s  unabhängige  Anzahl 
von  Elementen  des  Systems  additiv  hergestellt  werden  kann. 
Maillet^)  hat  ebenfalls  in  dieser  Richtung  einen  Satz  aufgestellt; 
jedoch  behandelt  er  nur  solche  Systeme,  deren  Elemente  gewissen 
rekurrenten  Gesetzen  gehorchen. 

Ferner  wird  in  §  12  gezeigt,  in  welcher  Art  die  Elemente 
eines  Systems  variiert  werden  dürfen,  ohne  daß  die  Eigenschaft 
des  Systems,  jede  ganze  positive  Zahl  durch  eine  beschränkte  Aji- 
zahl  seiner  Elemente  darstellen  zu  können,  verloren  geht. 

Schließlich  wird  in  §  13  gezeigt,  daß  das  Waringsche  Pro- 
blem sich  deuten  läßt  als  eine  Aufgabe  aus  dem  Gebiet  der  line- 
aren Diophantischen  Gleichungen   mit  Nebenbedingungen. 

An  zusammenfassenden  Darstellungen  des  heutigen  Standes  des 
Waringschen  Problems  sind  vor  allem  zwei  zu  nennen : 

Der  Artikel  der  „Encyclopedie  des  sciences  mathematiques 
pures  et  appliquees"  betitelt: 

„Theorie  arithmetique  des  formes.  Expose,  d'apres  l'article 
allemand  de  K.  Th.  Vahlen  (Greifs wald),  par  E.  Cahen  (Paris)." 
Tome  I,  volume  3,  §  37  und  §  55, 

sowie : 

P.  Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie.  Zweiter  Teil:  Additive 
Zahlentheorie.     Leipzig,  1910. 

Im  siebenten  Kapitel  dieses  Buches  wird  ein  ausführliches 
Referat  über  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  n  te  Potenzen  gegeben 
für  rj  =  2,  3,  4,  5,  6,  8,  10. 

Die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate  bildet  eine  umfassende 
Theorie  für  sich.  Eine  ausführliche  Literaturangabe  über  die  dort 
behandelten  Probleme  würde  den  Rahmen  dieser  Dissertation  über- 


1)  Association  fran^aise  pour  l'avancement  des  sciences,  Congres  de  Carthage 
(ä  Tunis),  1896,  Teil  2,  S.  78/89. 
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schreiten.  Wir  werden  daher  in  §  4  nur  über  diejenigen  Pro- 
bleme Literaturangaben  machen,  die  in  der  vorliegenden  Arbeit 
gebraucht  werden. 


Abschnitt  I. 


Allgemeine  Überlegungen  zum  Waringschen  Problem. 

§  2.    Über  die  Darstellbarkeit  ganzer  Zahlen  durch  n  oder 
weniger  wte  Potenzen. 

In  seiner  schon  oben  erwähnten  Arbeit  beweist  Herr  Hur- 
witz^):  Es  gibt  unendlich  viele  positive  ganze  Zahlen,  die  nicht 
als  Summe   von  n  oder  weniger   wten  Potenzen   darstellbar  sind. 

Jlerr  Hurwitz  beweist  seinen  Satz  mit  Hilfe  der  jT-Punktion. 
Es  bedeute  A  ^  A  {Je,  n)  die  Anzahl  von  Systemen  nicht-negativer 
ganzer  Zahlen  x^,  x^,  ...,  x^,  die  der  Bedingung 

(1)  <  +  r»^  +  -.-  +  ^:<Z; 

genügen,   wo  Je,  wie  durchweg  in  diesem  Paragraphen,   ganzzahlig 
ist;  dann  ist  bei  festem  n 

(2)  ^lun-:|^  =Jd^^d^,...dl,, 

wo  das  Integral  erstreckt  ist  über  den  w-dimensionalen  Bereich 

Die  Auswertung^)  des  Integrals  ergibt: 

(3)      jdi,di,...di^= K(^+"^)r 

Nennen  wir  C  =  C(Je,  n)  die  Anzahl  der  positiven  ganzen  Zahlen, 

1)  Math.  Annalen,  Bd.  65,  1908,  S.  424/427.  —  Gleichzeitig  bewies  Herr  Maillet 
durch  elementare  Überlegungen  denselben  Satz :  Bulletin  de  la  Socidtö  mathematique 
de  France,  B'd.  36,  1908,  S.  69/77.  Übrigens  gibt  auch  Herr  Hurwitz  in  seiner 
angeführten  Arbeit  an,  daß  die  Behauptung  leicht  elementar  zu  beweisen  sei. 

2)  Wegen  der  Begründung  obiger  Schlüsse  verweist  Herr  Hurwitz  auf  Dirichlet, 
Werke,  Bd.  1,  1889,  S.  389  u.  S.  418.   Insbesondere  ist  das  Integral  ein  besonders 


—    13    — 
die  <  h  sind  und  höchstens   n  positive  nte  Potenzen  erfordern, 

nnd  bedenken  femer,   daß  jr'flH )[  <1  ist  für  «^2,  so  sagen 

(2)  nnd  (3)  aus,  daß 

ist.     Es  gilt  nun  der  schärfere 
Satz :  Es  ist 

limsup-^<-i-|r(l  +  i)r<i. 

Beweis:  Wir  haben  mit  A  die  Anzahl  der  Lösungen 
x^,  x^,  •  •  •)  ^n  '^ßr  Ungleichung  (1)  bezeichnet.  Dabei  sind  zwei  Lö- 
sungen als  verschieden  angesehen  worden,  wenn  sie  sich  auch  nur 
durch  die  Reihenfolge  der  x  unterschieden.  Den  n !  Lösungen,  die 
sich  aus  einer  Lösung  durch  Permutation  der  x  in  dem  Falle  er- 
geben, daß  alle  x  voneinander  verschieden  sind,  entspricht  aber  nur 
eine  Zerlegung  einer  Zahl  in  wte  Potenzen,  wenn  wir  die  Zer- 
gungen  nicht  als  verschieden  ansehen,  die  sich  nur  durch  die 
Reihenfolge  der  Summanden  unterscheiden. 

Wir  beweisen  nun  zuerst  folgende  Behauptung:  Bezeichnet 
B  =  B  {Je,  n)  die  Anzahl  der  Lösungen  von  (1),  in  denen  alle  x 
voneinander  verschieden  sind,  so  ist 

(^)  .>L-4  =  1^(^4)1" 

Bezeichnet  nämlich  D  ^=  D{k,  n)  die  Anzahl  derjenigen  Lösungen 
einfacher   Fall   eines   an   der  erstzitierten  Stelle  berechneten  Integrals,  nämlich: 


+f+ 


/a^.ß^.y" ...  \p        \q) 

x^'-Ky^Kz'-^  ...dxäydz---  =  ^^-^ j-^^^ — ^ 
Pl-r...        j,/i   ,  ^   ,  A 

\      p      a 

wobei    das    Integrationsgebiet    bestimmt    ist    durch  :    a;  ^  0,  i/  ^  0,  2  ^  0,  . . . ; 
(■|r+ (!")'+ (~T+"—^'   "°^  wo  a,  6,  c,...;  a,^,y,...;  i),  3,  r,...  belie- 
bige positive  Konstanten  sind. 
In  unserm  Beispiel  sind : 
a  =  &==c=-=l,     u=z§  =  y  —  .-.  =  1,     p  =  q^  =  r  =  •••  =  n, 
und  das  Integral  nimmt  den  Wert  an: 

"n^  p/,    I    M^  ^   n*"  r\"n  ji    ^  U  '     \n)\    ~  I    \   '^~nl\  ' 
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von  (1),   in  denen  wenigstens  zwei  der  x  einander  gleich  sind,    so 

TD 

ist  5  +  D  =  J-,   und  um  zu  beweisen,    daß   lim  -y-    existiert  und 

den  verlangten  Wert  hat,  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  daß   lim  -v- 

existiert  und  gleich  0  ist. 

Wir  bestimmen  auf  folgende  Weise  eine  obere  Schranke  für 
J).  Jedes  X  liegt  bei  gegebenem  li  im  Intervall  0  <  a;  <  sjk^  be- 
sitzt also  einen  Wertevorrat  von  höchstens  [\/ä]  +  1  Werten.  Wir 
nehmen  beliebig  eine  Lösung  von  (1)  an,  in  der  x^  =  x^  ist;  aus 
dieser  erhalten  wir  auf  folgende  Weise  alle  Lösungen  von  (1), 
die  nicht  lauter  verschiedene  x  enthalten,  und  zwar  manche  mehr- 
fach :  wir  lassen  zunächst  die  w  —  2  übrigen  x  unabhängig  von- 
einander die  Zahlen  0,  1,  . . .,  [y'/cj  durchlaufen.  Dadurch  ergeben 
sich  höchstens  ([v^^]  +  l)"  Lösungen;  sodann  läßt  man  den  ge- 
meinsamen Wert  der  beiden  an  erster  Stelle  stehenden  x  die  Zahlen 
0,  1,  ...,  [sjk]  durchlaufen  und  erhält   daraus  im  ganzen  höchstens 

{[\/k]  +  l){[\/k]  +  ^T~''  =  ([\?^]  +  ir'*  Lösungen;  läßt  man  nun  die 
Beschränkung  fallen,  daß  die  beiden  ausgezeichneten  Elemente  an 
erster  Stelle  stehen  sollen,  sondern  nimmt  sie  beliebig  unter  die  n 
Potenzzahlen  vermischt  an,  so  hat  man  die  zuletzt  erhaltene  An- 
zahl mit  einem  von  k  unabhängigen  Faktor  ^n{n—l)  zu  multi- 
plizieren, um  eine  obere  Schranke  für  D  zu  erhalten,  nämlich 


Nun  ist 


mithin 


i)<-^^^^([p]+ir. 


it:— CD  fC 


lim  ^  =  0 

4=00    k 


und  damit  (4)  bewiesen. 

Den   B  Lösungen   von  (1)   mit   lauter    verschiedenen  x    ent- 

7? 
sprechen  nach  dem  früher  Gresagten  — |-  verschiedene  Darstellungen 

von  Zahlen  <Z;  als  Summe  von  höchstens  n  Potenzen  wter  Ord- 

7? 
nung,  also  auch  höchstens  — j-  in  der  angegebenen  Weise  darstell- 

7? 

bare  Zahlen  <  k.     Die  Anzahl  — r  nenne  ich  E  =  JE(k,  n).    Außer 

den  eben  berücksichtigten  B  Lösungen  gibt   es  D  Lösungen  von 
(1),  und  man  erhält,  da  C  <  D  -|-  ^  ist : 
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(5)     hmjup  -Y^  <  Jm  ^-^  =  ^  1^(1  +  n)\  <  i;^  • 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Speziell  ergibt  die  Annahme  w  ^  4,  daß  jede  Restklasse  mo- 
dulo  16  unendlich  viele  Zahlen  enthält,  die  mindestens  5  Biqua- 
drate erfordern.  ^)  Andernfalls  wären  nämlich  in  mindestens  einer 
Restklasse  modulo  16  alle  Zahlen  —  abgesehen  von  endlich  vielen 
—  durch  vier  oder  weniger  Biquadrate   darstellbar;   es  wäre  also 

lim  sup  — 5^^—  >  — —     während  nach   dem   eben  bewiesenen   Satz 

i  =  OD  K  16  ' 

,.    .         C(Ä;,4)         1  1     .  ^ 

hm  sup  — ^^^ — -  <  -rj-  <  -75-  ist. 
*  =  a>^        k  4!  16 

Nennen  wir  C^  =  C^(k,  n)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Zahlen 
<  k,  die  sich  durch  v  oder  weniger  positive  n  te  Potenzen  dar- 
stellen lassen,  so  haben  wir  folgende  Verhältnisse  bei  festem  n: 

C 

I.   Für  V  <zii:   lim  -^  =  0.  ^)    Bei  gegebenem  ä;  >►  0  hat  näm- 

lieh  die  Ungleichung  ^"  +  a;"  H h  ^"  ^  ^*  höchstens 

([p]+i7<(p+ir 

C         (\lk  +  lT~' 
Lösungen ;  es  ist  also  -^  ^  -^ — j~ — ,  woraus  sich  die  Behaup- 
tung ergibt. 

IL   Für  V  =  w:  Es  ist  C^ik,n)  =  C  und 

C        1 
lim  sup  -f7  <:  ^ — f  *^  1- 

Hieraus  ergibt  sich  die  Rechtfertigung  einer  genaueren  Unter- 
suchung von  Restklassen  nach  geeigneten  Moduln  in  Bezug  auf 
die  Darstellbarkeit  ihrer  Elemente  durch  n  oder  weniger  wte  Po- 
tenzen, da  einerseits  sicher  nicht  alle  Zahlen  auf  diese  Weise 
darstellbar   sind,   aber   es   andererseits   nicht   von  vornherein  aus- 


1)  Vgl.  hierzu  Hurwitz,  a.  a.  0. 

2)  Aus  I.  ergibt  sich  die  Widerlegung  einer  Vermutung,  die  Herr  v.  Ster- 
neck in  den  Erläuterungen  zu  seiner  Tafel  der  Zerlegung  der  Zahlen  1 — 40000 
in  die  kleinste  Anzahl  Kuben  (Wiener  Sitzungsberichte,  Bd.  112,  1903,  Abt.  2a, 
S.  1627/66)  ausgesprochen  hat.  Es  wird  dort  gesagt,  daß  später  wohl  dauernd 
von  je  1000  konsekutiven  Zahlen  ungefähr  10  zu  ihrer  Darstellung  genau  2  Kuben 
erfordern.  Dieses  würde  aber  bedeuten,  daß  bei  noch  so  großem  x  ungefähr 
1  '/o  aller  Zahlen  <  x  durch  1  oder  2  Kuben  darstellbar  wären,  während  nach 
I.  der  prozentuale  Anteil  der  so  darstellbaren  Zahlen  bei  wachsendem  x  beliebig 
klein  wird. 
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geschlossen  ist,  daß  alle  Elemente  gewisser  Restklassen  sich  so 
darstellen  lassen.  (Daß  dies  jedoch  nicht  für  alle  Werte  von  n 
der  Fall  sein. kann,  erkennt  man  an  dem  Beispiel  n  =  2;  es  ist 
nämlich ') : 

lim  A(^  =  0.) 

.         c   ■ 

III.    v>n  +  l:  Über   den  Wert  von  lim  sup  -^    ist    nur    in 

speziellen  Fällen  etwas  bekannt  außer  dem  trivialen  Resultat,  daß 

er  <1  ist. 

C  (Je  n)  5 

Für  M  =  2  ist  lim     ^\'        =  -^  (weil  rund  ^  aller  Zahlen 

genau  4  Quadrate  erfordern,  und  keine  mehr  verlangt).  ^) 

C  (Je  n)        3 
Für  w  =  4  ist  lim  sup  — ^-j^ — -  ^  -ö-  (=  A  ?  ^^^^  folgt  daraus, 

i  =  CO  /''  ö 

daß  in  jeder  der  10  Restklassen  16a  +  ß,  6  <  /3  <  15,  keine  Zahl 
durch  5  oder  weniger  Biquadrate  darstellbar  ist.)^) 

§  3.    Über  Fleck-Hurwitzsche  Identitäten. 

Wir  haben  in  §  1  gesagt,  daß  die  Zerlegbarkeit  jeder  ganzen 
positiven  Zahl  in  eine  feste  Anzahl  von  Quadraten  eine  bekannte 
Tatsache  ist.  Der  Beweis  der  Waringschen  Behauptung,  und  zwar 
sowohl  der  allgememe  Beweis  von  Herrn  Hubert  wie  die  Beweise 
für  einzelne  Exponenten,  haben  diesen  Satz  zur  Grundlage.  Wir 
wollen  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Zerlegbarkeit  in  Quadrate 
verwendet   wird.     Betrachten  wir  z.  B.  die  Identität  in  x^,  . .,  x^ : 

6  {xi  +  xi  +  xi  +  xj  ==  (x,  +  x,y  +  (x,  -  x,y  +  {x^  +  x,y  +  (x,  -  x,y 
+  (^1  +  ^J*  +  i^i  -  ^4)*  +  (^2  +  ^s)*  +  (^2  -  ^zT  +  (^2  +  ^4)*  +  (^2  -  ^4)* 

-\-ix,  +  xJ*  +  (x^-xJ*; 

mittels  derselben  zeigt  man  auf  folgende  Weise,  daß  jede  Zahl  in 
höchstens  53  Biquadrate  zerlegbar  ist: 

Jede  Zahl  ist  in  der  Form  xl  +  xl  +  xl-\-  x]  darstellbar,  wo 
die  X  ganzzahlig  sind.  Ist  a^  eine  beliebige  Zahl,  so  sagt  die 
Identität  aus,  daß  6a*  durch  höchstens  12  positive  Biquadrate  dar- 
stellbar ist.    Sei  Ä  eine  gegebene  ganze  positive  Zahl,  so  läßt  sie 


1)  Vgl.  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung  der  Primzahlen, 
1909,  Bd.  2,  S.  ^43/645. 

2)  Herr  Landau  (vgl.  Hurwitz,  Math.  Annalen,  Bd.  65,  1908,  S.  424/427) 
erinnert  daran,  daß  a*  =  0  oder  =  1  (mod.  16)  ist.  Daraus  folgt  unmittelbar 
die  Aussage  des  Textes. 


—     17     - 

sich  in  die  Form  setzen : 

A  =  Qm  -\-c(  =  6  (aj  +  aj  -}-  aj  +  a])  +  a, 

wo  O^a^ö  ist.  Nun  ist  Q {a\ -{■  a]  +  al  +  al)  durch  höchstens 
4  •  12  =  48  Biquadrate  darstellbar,  also,  da  die  Zahl  1  ein  Bi- 
quadrat ist,  die  Zalil  Ä  durch  höchstens  48  +  5  =  53  Biquadrate 
darstellbar.  Im  §  6  werden  wir  zeigen,  wie  weit  diese  Zahl  53 
durch  spätere  Untersuchungen  reduziert  worden  ist. 

Die   oben   erwähnte  Identität  in  x^,x^,x^,x^  hat  die  Gestalt: 

N 
(1)      t{x\  +  xl-hxl  +  xlf  =    2    ^•k((iu.'^i  +  ci,,x,  +  u,,x,-\-u,,x,y'', 

/t  =  l 
wo 

1)  N,  t  und  die  Vj^  ganzzahlig,  >  0, 

2)  u„„  K.,f„  «3,,,  «,;,  ganzzahlig,  Jo  sind. 

Daß  es  zu  jedem  Exponenten  w  >  2  eine  solche  Identität  gibt, 
hat  zuerst  Herr  Hilbert  in  dem  ersten  Teile  seiner  auf  S.  6 
zitierten  Arbeiten  bewiesen. 

Weiß  man  schon,  daß  eine  beliebige  Zahl  in  eine  beschränkte 
Anzahl  von  positiven  wten  Potenzen  zerlegbar  ist,  so  folgt  auf 
folgende  Weise  die  Zerlegbarkeit  einer  beliebigen  Zahl  in  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  (2«)  ten  Potenzen :  es  sei  jede  beliebige  Zahl 
in  höchstens  l  positive  wte  Potenzen  zerlegbar;  ich  schreibe  die 
Zahl  A,  die  in  (2>^)te  Potenzen  zerlegt  werden  soll,  in  der  Form 
tB-\-B,  0<i?<^-l.     Dann  läßt  sich  A  darstellen  als : 

A  =  <(a7  +  a^  +  ...  +  a«)  +  iJ, 

wo  die  rt>0  sind.  Die  Identität  (1)  sagt  aus,  daß  die  ^fache  wte 
Potenz  einer  beliebigen  Zahl  durch  höchstens  )\-{-i\-\ 1-  r^  Po- 
tenzen (2>?)  ter  Ordnung  darstellbar  ist;  mithin  muß  die  Zahl  A 
durch  höchstens 

Potenzen  {2n)  ter  Ordnung  darstellbar  sein ;  diese  Anzahl  ist  wieder 
von  der  darzustellenden  Zahl  unabhängig. 

Wir  wollen  nun  eine  wichtige  Methode  für  den  wirklichen 
Aufbau  von  Identitäten  der  Form  (1)  für  die  niederen  Werte  von 
n  kennen  lernen.  Sie  ist  von  Herrn  Fleck  ')  auseinandergesetzt 
und  von  Herrn  Hurwitz  ^)  vervollständigt  worden  und  beruht 
auf  Folgendem: 

1)  Math.  Annalen,  Bd.  64,  1907,  S.  561/566. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.  65^  1908,  S.  424/427. 
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Die  Auffindung  einer  Identität  (1)  für  ein  gegebenes  n  ist 
gleichbedeutend  mit  der  Auflösung  eines  Systems  von  Gleichungen, 
das  man  durch  Gleichsetzen  der  entsprechenden  Koeffizienten  von 
Potenzprodukten  der  x  auf  beiden  Seiten  erhält.  Als  Unbekannte 
würden  t,  die  r  und  die  a  zu  betrachten  sein.  Da  t  und  die  r 
linear,  die  a  nicht-linear  auftreten,  so  wird  man  praktisch  so  ver- 
fahren müssen,  daß  man  Systeme  von  ganzen  Zahlen  a^,^ ,  a^^ ,  u^j^ ,  a^,^ 
in  hinreichender  Anzahl  probeweise  annimmt  und  das  so  entstehende 
lineare  Gleichungssystem  für  die  r  und  t  untersucht.  Man  darf 
dabei  auch  t  ==  1  annehmen,  darf  aber  dann  nicht  mehr  fordern, 
daß  die  r  ganze  positive  Zahlen  seien,  sondern  nur  rational  und 
positiv.  Man  erhält  dann  ein  System  von  inhomogenen  Gleichungen, 
in  denen  alle  gegebenen  Größen  rational  sind,  und  man  sieht  leicht, 
daß  ein  solches  System,  wenn  es  überhaupt  Lösungen  zuläßt,  auch 
wenigstens  eine  rationale  Lösung  haben  muß.  Man  hat  dann  außer- 
dem noch  zu  fordern,  daß  es  unter  diesen  rationalen  Lösungen  auch 
eine  positive  Lösung  geben  soll. 

Dieser  Ansatz  wird  durch  zwei  Kunstgriff'e  sehr  vereinfacht. 
Zunächst  müssen  wegen  der  linken  Seite  der  Identität  die  Koeffi- 
zienten aller  Glieder  gleich  0  sein,  die  ein  x  in  einer  ungeraden 
Potenz  enthalten.  Dieses  kann  man  identisch  erreichen ,  indem 
man  dafür  sorgt,  daß  alle  derartigen  Glieder  paarweise  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  auftreten.  Man  tut  dies,  indem  man 
an  Stelle  von  rf^(u^f^x^-\-  ■■■-{-  u^/^x^f"'  jedesmal  ansetzt: 

rki(^ik^,-^-  ••+■••  +  «4ft^4r  +  ^a(«iä^i +  •  •  •  +  ci,f,xy" 

+  ^;.(«iA^,  + ^.h^J""  +  n  {(^ik^i + <^4A^4)*" 

+  ^a(«iA^1 +  «lA^J'"  +  n  («a^l «4^^4r- 

Ferner  muß,  da  die  linke  Seite  der  Identität  symmetrisch  in 
den  X  ist,  die  rechte  Seite  es  ebenfalls  sein.  Dieses  kann  man 
dadurch  erreichen,  daß  man  in  jedem  der  8  Glieder  von  (2)  alle 
möglichen  Permutationen  der  a  vornimmt;  auf  diese  Weise  erhält 
man  an  Stelle  des  einen  ursprünglichen  Gliedes 

einen  Komplex  von  8  •  24  =  192  Gliedern,  der  symbolisch 

(192) 

geschrieben  werden  mag.  Aber  diese  volle  Anzahl  von  192  zusammen- 
gehörigen Potenzen  ist  nur  in  dem  allgemeinsten  Fall  nötig,   daß 
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alle  a,,, ,  a.^f,,  a^,,,  a^^,  in  einer  Klammer  dem  absoluten  Betrage  nach 
voneinander  verschieden  sind,  und  keines  0  ist.  Sind  einzelne  von 
ihnen  0  oder  einander  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich ,  so 
genügt  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichenkombinationen  eine 
geringere  Anzahl,  um  die  Summe  symmetrisch  zu  machen.  Die 
betreffende  Anzahl  wird  im  Folgenden  immer  bei  dem  Summen- 
zeichen angegeben.  So  läßt  sich  z.  B.  die  für  die  Zerlegung  in 
Biquadrate  verwendete  Identität  in  der  Form 

(12) 
*Cj  . . .  x^ 

schreiben.  *) 

Will  man  nun  eine  Identität  z.  B.  für  n  =  S  aufstellen,  so 
kann  man,  da  bei  unserm  Ansatz  auf  der  rechten  Seite  keine 
Grlieder  mit  ungeraden  Potenzen  der  x  auftreten  und  die  rechte 
Seite  in  den  x  völlig  symmetrisch  ist,  sich  auf  drei  Gleichungen 
beschränken,  nämlich  für  die  Koeffizienten  von  x^,  x\x\^  x\x\x\. 
Herr  Fleck,  von  dem  diese  Methode  herrührt,  erhielt  so  in  der 
Tat  Identitäten  für  «  =  3  (vgl.  §  7).  Da  er  jedoch  alle  a  =  + 1,  —  1 
oder  0  annahm,  lieferte  ihm  seine  Methode  für  höhere  Werte  von 
n  keine  Identitäten.  Man  erhielt  für  höhere  Werte  von  n  erst 
dann  Identitäten,  als  Herr  Hur witz  (a.  a.  0.)  den  Ansatz,  so  wie 
er  hier  angegeben  ist,  mit  beliebigen  Koeffizienten  a  machte. 


1)  Wir  werden  in  dieser  Arbeit  auch  Identitäten  verwenden,  auf  deren  linker 
Seite  drei  Quadrate  stehen  anstatt  der  bisher  verwendeten  vier.  Nach  dem  oben 
Gesagten  ist  dann  z.  B.  die  Bedeutung  folgender  Identität  ganz  klar : 

(4)  (3) 

24  {x\  +  xH-  x\f  =  2  •    2    (X,  ±  Xg  +  x^f  +    2    (2^i)*- 
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Abschnitt  IL 


üntersnchungen  für  besondere  Werte  von  n, 

§  4.    Über  die  Zerlegung  in  Quadrate. 

"Wir  führen  einige  wichtige  Sätze  über  die  Zerlegung  der 
ganzen  positiven  Zahlen  in  Quadrate  an ,  die  wir  fernerhin  ge- 
brauchen werden. 

I-    9.  =  4. 

Wir  haben  bereits  in  §  1  erwähnt,  daß  dieser  wichtige  Satz 
zuerst  von  Lagrange ^)  bewiesen  wurde. 

Da  der  Beweis  in  vielen  Lehrbüchern  der  Zahlentheorie  nicht 
ganz  richtig  wiedergegeben  ist^),  werden  wir  ihn  in  diesem  Para- 
graphen reproduzieren. 

IL  Jede  Zahl,  die  nicht  von  der  Form  4''(8/i;  +  7)  ist, 
wo  ö  =  0,  1,  2,  .  .  .,  yt  =  0,  1,  2,  .  .  .,  ist  in  drei  oder 
weniger  positive  Quadrate  zerlegbar.  Jede  Zahl  der 
Form  4^^ (8/i;  +  7)  erfordert  genau  vier  positive  Qua- 
drate. 

Der  zweite  Teil  dieses  Satzes  kann  aus  I  leicht  durch  Kon- 
gruenzbetrachtungen abgeleitet  werden;  der  erste  Teil  dagegen 
gehört  zu  den  schwierigsten  Sätzen  der  Zahlentheorie  und  ist  zu- 
erst von  Grauß^)  bewiesen  worden. 

Aus  dem  zweiten  Teil  des  Satzes  II  folgt  insbesondere 

G.  =  4. 


1)  Nouv.  Memoires  de  l'Academie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de 
Berlin,  1770,  S.  123/133  oder  GEuvres  de  Lagrange,  Bd.  3,  1869,  S.  189/201. 

2)  Zum  Beispiel  in:  Bachmann,  Die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen, 
Abt.  1,  1898,  S.  151/154;  Borel  et  Drach,  Introduction  a  l'etude  de  la  theorie 
des  nombres  et  de  l'algebre  superieure,  1895,  S.  105/107 ;  Le  Besgue,  Exercices  H 
d'analyse  numerique,  1859,  S.  106/107;  Legendre,  Zahlentheorie,  Deutsch  v.  Maser, 
Bd.  1,  1886,  S.  215/216;  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra,  Deutsch  v.  Wert- 
heim, 2.  Aufl.,  Bd.  2,  1879,  S.  82/83 ;  Wertheim,  Anfangsgründe  der  Zahlenlehre, 
1902,  S.  394/396. 

3)  Disquisitiones  arithmeticae,  Art.  291  oder  Carl  Friedrich  Gauß'  Werke, 
Bd.  1,  1870,  S.  343/348.  Einen  kürzeren  Beweis  hat  Dirichlet  gegeben;  dieser 
Beweis  ist  wiedergegeben  z.  B.  in  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von  der  Verteilung 
der  Primzahlen,  1909,  Bd.  1,  S.  550/555. 
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In  dem  ersten  Teil  der  Satzes  II  sind  die  folgenden  Tatsachen 
enthalten : 

Jede  Zahl  von  der  Form  Sk  +  a,  wo  a  =  1,  2,  3,  5,  6,  ist 
in  drei  oder  weniger  positive  Quadrate  zerlegbar,  oder  auch : 

Jede  Zahl  von  der  Form  16/t  +  a,    wo 

a  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11,   13,  14, 

ist  in  drei  oder  weniger  positive  Quadrate  zerlegbar. 

Das  Doppelte  jeder  ungeraden  Zahl  ist  in  drei  oder  weniger 
Quadrate  zerlegbar. 

Jede  ungerade  Zahl  sowie  das  Doppelte  jeder  Zahl  8Ä  +  1, 2,  3,  5, 6 
ist  in  der  Form  darstellbar: 

a'  +  6»  +  2G», 

wo  a,  b,  c  ganze  nicht-negative  Zahlen  sind. 
Der  Beweis  des  Satzes  I: 

erfolgt  in  zwei  Schritten. 

Zunächst  zeigen  wir,  daß  es  ausreichend  ist  zu  beweisen :  jede 
ungerade  Primzahl  ist  in  höchstens  vier  positive  Quadrate  zer- 
legbar. 

Dieses  ergibt  sich  unmittelbar  durch  die  Anwendung  folgender 
Identität : 

(p*  +  g»  +  r«  +  s')  {p"  +  q"  +  r"  +  s") 
(1)  =  {pp' -]- qq' -{■  rr' +  ss'f  +  (pq' —  qp' -j- rs' —  sr'Y 

_j_  (^pr'  _  rp'  +  sq'  —  qs'f  +  (ps'  —  sp'  +  qr'  —  rq'Y, 

welche  aussagt,  daß  sich  das  Produkt  zweier  Summen  von  je  höch- 
stens vier  Quadraten  selbst  als  Summe  von  höchstens  vier  Qua- 
draten darstellen  läßt. 

Da  die  Zahl  2  als  Summe  von  zwei  Quadraten  darstellbar  ist, 
so  braucht  man,  um  ^^  =  4  zu  beweisen,  nur  zu  zeigen,  daß  jede 
ungerade  Primzahl  in  höchstens  vier  positive  Quadrate  zerlegbar  ist. 
Für  diesen  Beweis  benutzen  wir  den  folgenden 
Hilfssatz:  Ist  p  eine  gegebene  ungerade  Primzahl, 
und  sind  B,  C  beliebige  ganze  Zahlen,  B  aber  nicht 
durch  p  teilbar,  so  ist  die  Kongruenz 

x^-By*-ü  =  0    (mod.^) 
stets  lösbar. 

Beweis:  Wenn  x  die  "Werte  0,  1,  2,  ,  .  .,  p  —  \  durchläuft,  so 
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jo  + 1 
nimmt  x^  genau  — -^ —  modulo  p  inkongruente  Werte  an,  nämlich 

0  und  die  ^—^ —   quadratischen   Reste    modulo  p.      Wenn   y    die 

Werte  0,  1,  2,  .  .  .,  p  —  1    durchläuft,    so    gibt   Btf  +  C  ebenfalls 

^—^ —   inkongruente  Zahlen.     Da  im  ganzen  nur  p   modulo  p  in- 

kongruente  Zahlen  existieren,  so  muß  wenigstens  eine  Zahl  beiden 
Systemen  zugleich  angehören.  Daher  gibt  es  ein  Zahlenpaar  x^  y, 
sodaß 

x^  =  By*  +  C    (mod.  p\ 

wie  behauptet  wurde. 

Satz:  Jede  ungerade  Primzahl  ist  in  höchstens  vier 
positive  Quadrate  zerlegbar. 

Beweis:  Von  dem  Hilfssatz  wird  nur  der  spezielle  Fall   ge- 
braucht : 

JB  =  C  =  -1. 

In  diesem  Falle  sagt  der  Hilfssatz  aus :   Ist  p  eine   ungerade 
Primzahl,  so  gibt  es  ganze  Zahlen  x,  y  von  der  Art,  daß 

a;'  +  ^*  +  l  =  x'  +  y^-{-V  +  (f  =  0     (mod.  2?) 

ist. 

Die  Kongruenz 

x\  +  xl-\-xl-\-  x\  =  0     (mod. iS) 

ist  also  in  Zahlen  x^,  x^,  x^,  x^  lösbar,  die  nicht  sämtlich  durch  p 
teilbar  sind ;  d.  h.  es  gibt  eine  ganze  Zahl  m  >►  0  und  ganze,  nicht 
sämtlich  durch  p  teilbare  Zahlen  a;,,  x^^  x^,  x^  von  der  Art,  daß 

x] -{■  xl -{-  xl  +  x\  =  mp 
ist. 

Wir  können  dabei  sogar  erreichen,   daß  0  <:  m  <;  ^  wird.     Es 
ist  nämlich  für  beliebige  Werte  ^,,  l^,  ^3,  l^: 

(^.+py  +  (^,+i^y  +  (^3+/>y*  +  K+i'IJ'  =  »Wi/^ 

wo  m^  wieder  ganzzahlig  ist.  Da  p  ungerade  ist,  können  wir  die 
I,  {i  =  1,  2,  3,  4)  so  wählen,  daß  \Xi+2^h\  <^  "k"»  mithin 


also,  da  nicht  alle  x^  durch  p  teilbar  sind,  0  <:  m^  <  p  wird. 


4     ="• 
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Daher  dürfen  wir  von  vornherein  eine  Grleichung 

(2)  a;l-{-xl-{-xl-{-xl  =  mp 

annehmen,  wo  0  <:  m  <  p  ist. 

Ist  m  ==  1,  so  ist  nichts  mehr  zu  beweisen. 

Ist  aber  m  >»  1,  so  schließt  man  zuweilen  unberechtigter  Weise 
genau  wie  vorhin  weiter: 

Von  der  Grleichung  (2)  gehen  wir  zu  einer  neuen  Gleichung  über : 

(3)  {x,  +  mr],f  +  {x.,  +  w?»;  J'  +  {x^  +  mi],y  +  {x,  +  w??J'  =  mm', 

wo  m'  wieder  ganz  sein  muß.  Ferner  ist  w'>-0;  denn  sonst  würde 
m  in  allen  x^  aufgehen;  es  wäre  also  >«'  ein  Teiler  von 

x\  +  x\-\-  xl  +  x\  =  mp, 

also  m  ein  Teiler  von  p,  was  unmöglich  ist,  da  p  eine  Primzahl 
und  1  <z  m  <:  p  ist.  Die  ^,-  —  so  wird  nun  mitunter  geschlossen  — 
können  so  bestimmt  werden,  daß  für  i  =  1,  2,  3,  4: 

(4)  1  X,  +  miii  i  <  — 
wird,  mithin 

{x^  +  mri^Y  +  (Xj  +  mrj^Y  +  {x^  +  mrj^y  +  (x^  +  mi]J-  <  m\ 

also  m'  <  w«  wird.  Nun  werden  (2)  und  (3)  miteinander  multipli- 
ziert, und  auf  die  linke  Seite  der  so  entstehenden  Gleichung  wird 
die  Identität  (1)  angewendet.  Man  bekommt  dann  eine  Gleichung, 
auf  deren  rechter  Seite  m^m'p  steht,  während  auf  der  linken 
Seite  die  Summe  von  vier  Quadraten  steht,  von  denen  jedes,  wie 
man  leicht  sieht,  durch  m'  teilbar  ist.  Dividiert  man  beide  Seiten 
durch  m^,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Ist  m'  =1,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Ist  m'  >- 1,  so  kann 
man  das  eben  geschilderte  Verfahren  wiederholen  und  bekommt 
so  eine  Gleichung 

^■\ +  4  +  4  +  ^1  =  w^p, 
wobei  0  <c  m"  <  m'  ^zm-^ip  ist.    Indem  man  in  dieser  "Weise  fort- 
fährt, gelangt  man  nach  endlich  vielen  Schritten  zu  einer  Gleichung 

a\-\-al-{-al-{-al  =  p. 

Damit  wäre  die  Behauptung  bewiesen,  daß  jede  ungerade  Primzahl 
p  als  Summe  von  vier  oder  weniger  Quadraten  darstellbar  ist. 
In  Wirklichkeit  durfte  man  bei  (4),    da   nicht  bekannt  ist,  ob 
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m  gerade  oder  ungerade  ist,  nur  schließen: 

m 


,  ^  m 


v 


und  daher  auch  nur 

wodurch  alle  ferneren  Schlüsse  ungiltig  werden. 
Nun  kann  aber  der  allein  schädliche  Grrenzfall 

nur  dann  eintreten,  wenn  m  gerade  ist,  und  wenn  für  alle  i 

wird.    Es  muß  dann  jedes  Xi  ein  Vielfaches  von  n  =  -^  sein,  etwa :  | 

x^  =  Jc^n,     X,  =  Jc^n,     x^  =  \n,    x^  =  Ti^n. 

Aus  (5)  folgt  dann  noch,  daß  die  Ä-»  ungerade  sind.  Es  wäre 
dann  wegen  (2): 

{n\y  +  {n\y  +  {n\y  +  {nl,)'  =  2  np, 
n{li\  +  ll  +  ll  +  ¥^  =  2i?. 

Da  alle  ^,-  ungerade  sind,  enthält  diese  Gleichung  einen  Wider- 
spruch ;  denn  die  rechte  Seite  ist  =  2  (mod.  4),  während  die  linke 
Seite  =  0  (mod.  4)  ist. 

§  5.    Über  die  Zerlegung  in  Kuben. 

Nächst  der  Theorie  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate  ist 
die  Theorie  der  Zerlegung  in  Kuben  zur  Zeit  am  weitesten  ge- 
diehen, was  zum  Teü  daran  liegt,  daß  man  in  diesem  Fall  die 
Fleck  -  Hurwitzschen  Identitäten  mit  ihren  vielen  Grliedern  nicht 
braucht,  sondern  mit  Identitäten  anderer  Art,  die  für  den  vor- 
liegenden Zweck  geeigneter  sind,  auskommen  kann. 

Es  sind  seit  1895  mehrere  wichtige  Arbeiten  über  g^  erschienen. 
Die  vor  diesem  Jahr  erschienenen  Arbeiten  brachten  nicht  Auf- 
schluß über  die  Hauptfrage,  ob  jede  Zahl  durch  eine  beschränkte 
Anzahl  von  positiven  Kuben  dargestellt  werden  kann. 

Nachdem  Waring  seine  Vermutung,  daß  es  sich  so  ver- 
halte, ausgesprochen  hatte,  folgte  eine  Untersuchung  von  Jacobi^) 


1)  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  42,  1851,  S.  41/69 
oder  Gesammelte  Werke,  Bd.  6,  1891,  S.  322/354. 
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nebst  einer  auf  seine  Veranlassung  von  Dase  hergestellten  Ta- 
belle für  die  Zahlen  1,  . . .,  12000.  Aus  dieser  Tafel  ergab  sich,  daß 
nur  zwei  Zahlen,  23  und  239,  in  diesem  Intervall  9  Kuben  er- 
fordern, und  Jacobi  macht  auf  die  Tatsache  aufmerksam,  daß  die 
Zahlen,  zu  deren  Darstellung  8  Kuben  gehören,  schon  bei  454,  die 
Zahlen,  die  7  Kuben  erfordern,  bei  8042  aufhören,  sodaß  alle 
Zahlen  des  Intervalls  8043 — 12000  durch  6  oder  weniger  Kuben 
hergestellt  werden  können.  Dieses  veranlaßte  Herrn  v.  Ster- 
neck ^),  die  Jacobische  Tafel  zu  erweitern,  und  zwar  bis  40000. 
Es  ergibt  sich  aus  dieser  neuen  Tafel,  daß  auch  im  Intervall 
12000—40000  keine  Zahl  7  oder  mehr  Kuben  erfordert. 

Der  Nachweis,  daß  jede  Zahl  durch  eine  feste  Anzahl  Kuben 
darstellbar  sei,  wurde  1895  von  Herrn  Maillet^)  erbracht,  der 
für  ^3  die  obere  Schranke  17  angab.  Sie  wurde  von  Herrn  Fleck ^) 
durch  eine  einfache  Bemerkung  auf  13  herabgedrückt.  Herr  Maillet 
hat  noch  in  einer  anderen  Arbeit  die  Endlichkeit  von  g^  nach- 
gewiesen. Es  handelt  sich  dort  um  die  in  der  Einleitung  (S.  10  u., 
S.  11  0.)  erwähnten  allgemeineren  Untersuchungen,  zu  denen  die 
Zerlegung  in  Kuben  als  Spezialfall  gehört. 

Die  zweite  bedeutende  Arbeit  über  den  Gegenstand  rührt  von 
Herrn  Wieferich*)  her.  Das  Ziel  dieser  Arbeit  ist  zu  beweisen, 
daß  jede  Zahl  durch  höchstens  9  Kuben  darstellbar  sei.  Da  es 
Zahlen  gibt  (nämlich  mindestens  die  beiden  Zahlen  23,  239),  die 
genau   9  Kuben  erfordern,    so  wäre  damit  bewiesen,    daß  g^  =  9. 

Da  jedoch  die  Wieferichsche  Arbeit  eine  bisher  nicht  ausge- 
füllte Lücke  enthält^),  wollen  wir  an  dieser  Stelle  den  Beweis 
vervollständigen  und  werden,  der  besseren  Übersicht  wegen,  den 
Beweis  von  Herrn  Wieferich  im  ganzen  wiedergeben. 

Wir  senden  dem  Beweis  drei  Hilfssätze  voraus. 


1)  Wiener  Sitzungsberichte,  Bd.  112,  1903,  Abt.  2a,  S.  1627/1666. 

2)  Association  fran^aise  pour  ravancement  des  sciences,  Congrt's  de  Bor- 
deaux, 1895,  Teil  2,  S.  242/247. 

3)  Sitzungsberichte  d.  Berliner  Math.  Gesellschaft,  Bd.  5,  1906,  S.  2/9. 

4)  Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  95/101. 

5)  Herr  Bachmann  hat  zuerst  auf  diese  Lücke  aufmerksam  gemacht 
(Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie,  zweiter  Teil,  S.  344  und  „Zusatz  zu  S.  344"  auf 
S.  477/478)  und  zugleich  einen  Weg  angedeutet,  auf  dem  sie  auszufüllen  sei. 
Eine  Note  von  Herrn  Lejneek  (Math.  Annalen,  Bd.  70,  1911,  S.  454/456),  welche 
die  Lücke  bei  Wieferich  ausfüllen  soll,  ist  wertlos,  da  sie  einige  Irrtümer  in  dem 
„Zusatz"  von  Herrn  Bachmann  nicht  berücksichtigt. 
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Hilfssatz  1:  Es  sei  p  eine  gegebene  Primzahl,  v 
ein  ganzzahliger  positiver  Exponent.     "Wenn 

kein  Vielfaches  von  3  ist,  so  ist  jede  nicht  durch  p 
teilbare  Zahl  kubischer  Rest  modulo  2>^ 

Beweis:  Zunächst  schließt  man ,  daß  die  Kongruenz 
ic'  =  1  (mod.  p")  nur  die  eine  Wurzel  x  =  1  haben  kann,  da  jede  ihrer 
Wurzeln  auch  die  Kongruenz  x*^  ^  ^  =  1  (mod. p^')  befriedigen  muß ; 
weil  nach  Voraussetzung  q){p^)  nicht  durch  3  teilbar  ist,  folgt 
hieraus,  daß  x  =  1  (mod.p^.  Wenn  man  nun  die  q)ip^)  Grlieder 
eines  reduzierten  Restsystems  modulo  p"  zur  3.  Potenz  erhebt, 
erhält  man  wieder  ein  reduziertes  Restsystem.  Dieses  beweist 
man,  indem  man  zeigt,  daß  die  cpip'')  Glieder  des  neuen  Systems 
alle  voneinander  verschieden  sind  modulo  2^"-  Wären  nämlich  zwei 
von  ihnen  einander  kongruent,  o;'  =  /3*  (mod.  2^^),  so  multipliziere 
man  beide  Seiten  mit  ßl,  wo  ß^  der  Kongruenz-  genügt: 

ß-ß,  =  1    (mod.!)"); 

dadurch  würde  (cc-ßiY  =  1,  also  a-ß^  =  1,  a  =  ß  gegen  die  Vor- 
aussetzung.    Hiermit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen. 

Hilfssatz  2:  Ist  ^  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  und  ist  r 
eine  ganze  Zahl  >:  5" -22^,  so  lassen  sich  stets  ganze 
Zahlen  7^0  und  m^O  bestimmen,  so  daß  r  =  5'*-y^  +  6m 
wird  und  m  in  höchstens  3  Quadrate  zerlegbar  ist. 

Beweis:  Nach  den  Bemerkungen  zu  II  auf  S.  20  ist  m  sicher 
in  3  oder  weniger  Quadrate  zerlegbar,  wenn  m^O  ist  und  einer 
der  Restklassen  angehört:  16>l  + 1,  2,  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11,  13,  14, 
also,  wenn  6m  zu  einer  der  Formen  gehört:  96A4-6,  12,  18,  24,  30, 
36,  48,  54,  60,  66,  78,  84. 

Die  folgenden  Tabellen  (1),  (2),  (3)  geben  nun  für  jeden  mög- 
lichen Rest  von  r  modulo  96  eine  Zahl  y  von  den  verlangten 
Eigenschaften  an,  die  eine  Zahl  6m  ^  0  von  einer  der  angegebenen 
Formen  liefert. 


I 
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(1)     Für  /i  =  0: 


y 

r 

0 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

48 

54 

60 

66 

78 

84 

1 

7 

13 

19 

25 

31 

37 

49 

55 

61 

67 

79 

85 

2 

14 

20 

26 

32 

38 

44 

56 

62 

68 

74 

86 

92 

3 

33 

39 

45 

51 

57 

63 

75 

81 

87 

93 

9 

15 

4 

70 

76 

82 

88 

94 

4 

16 

22 

28 

34 

46 

52 

5 

35 

41 

47 

53 

59 

65 

77 

83 

89 

95 

11 

17 

6 

42 

72 

90 

7 

73 

91 

43 

8 

50 

80 

2 

9 

69 

21 

27 

10 

58 

64 

10 

11 

5 

23 

71 

13 

1 

14 

8 

15 

3 

17 

29 

18 

0 

22 

40 

(2)    Für  ft  =  1 


Y 

r 

0 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

48 

54 

60 

66 

78 

84 

1 

11 

17 

23 

29 

35 

41 

53 

59 

65 

71 

83 

89 

2 

46 

52 

58 

64 

70 

76 

88 

94 

4 

10 

22 

28 

3 

45 

51 

57 

63 

69 

75 

87 

93 

3 

9 

21 

27 

4 

38 

44 

50 

56 

62 

68 

80 

86 

92 

2 

14 

20 

5 

55 

61 

67 

73 

79 

85 

1 

7 

13 

19 

31 

37 

6 

42 

72 

90 

7 

95 

5 

47 

8 

82 

16 

34 

9 

15 

33 

81 

10 

26 

32 

74 

11 

43 

49 

91 

13 

77 

14 

40 

15 

39 

17 

25 

18 

0 

22 

8 
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(3)    Für  ft  =  2: 


y 

r 

♦ 

0 

6 

12 

18 

24 

30 

36  48 

54 

60 

66  78 

84 

1 

31 

37 

43 

49 

55 

61  73 

79 

85 

91   7 

13 

2 

14 

20 

26 

32 

38 

44  56 

62 

68 

74  86 

92 

3 

9 

15 

21 

27 

33 

39^)51 

57 

63 

69 1)  81 

871) 

4 

70 

76 

82 

88 

94 

4  16 

22 

28 

34  46 

52 

5 

59 

65 

71 

77 

83 

89   5 

11 

17 

23  35 

41 

6 

42 

72 

90 

7 

67 

1 

19 

8 

50 

80 

2 

9 

93 

3^ 

)45i 

) 

10 

58 

64 

10 

11 

95 

29 

47 

13 

25 

14 

8 

15 

751 

) 

17 

53 

18 

0 

• 

22 

40 

Anmerkung:  In  den  obigen  Tafeln  ist  0; 


22.   Später- 


liin  werden  wir  einmal  von  einer  Zahl  r  einen  Kubus  y'  ab- 
ziehen müssen,  sodaß  y  >- 0  und  r  —  y^  das  6 -fache  einer  durch 
drei  Quadrate  darstellbaren  Zahl  ist.  Man  braucht  dazu  in  Tabelle 
(1)  nur  y  =  0  durch  y  =  12  zu  ersetzen. 

Hilfssatz  3:  Es  sei  s  eine  positive  ganze  Zahl.  Wir  setzen 
s,  ==  s  —  i'  für  i  =  0,  1,  2,  3,  . . .  und  erhalten  so  eine  Reihe 
abnehmender  ganzer  Zahlen  s^,  5,,  s^,  s^,  . . .,  die  wir  so  lange 
fortsetzen,  als  sie  ^  0  sind,  d.  h.  solange  i  <  s*  ist.  Dann  gilt 
folgende  Behauptung: 

Sind^  und  CzweiZahlen,  welchedie  Ungleichungen 


(4) 


0<5 
C-B 


1)  Sowohl  in  der  Arbeit  von  Herrn  Wieferich  (Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909, 
S.  95/101)  wie  in  dem  Referat  von  Herrn  Bachmann  über  diese  Arbeit  (Bachmann, 
Niedere  Zahlentheorie,  zweiter  Teil,  S.  343)  stehen  fälschlicherweise  an  der  Stelle 
der  Zahlen  r  =  39,  69,  87  die  Zahlen  r  =  45,  75,  3.  Infolgedessen  lautet  die 
y  =  9  entsprechende  Zeile  der  Tabelle  (3)  bei  Herrn  Wieferich  r  =  87,  93,  39,  69 
und  fehlt  daher  die  dem  y  =  15  entsprechende  Zeile. 
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erfüllen,  so  gibt  es  mindestens  eine  Zahl  s,  von  der 
Art,  daß 

(5)  ^^s,<C 
ist. 

Beweis:  Ist 

so  ist  nichts  zu  beweisen,  da  dann  offenbar  s  =  s^  die  Unglei- 
chungen (5)  erfüllt.     Es  sei  also  jetzt 

(6)  s>C. 

Ich  bestimme  dann  eine  Zahl  q  durch  die  Grleichung 

s-q'  =  B. 

Wegen  (4)  und  (6)  ist  ^  <  s  —  1 ,  also  (>  ^  1 .  Setze  ich  [g]  =  i, 
so  ist  Q  =  i  +  d;  wo  i^l  und  0  <  -a-  <  1  ist,  und  es  wird 

s-i'^^s-Q^  =  B; 

andererseits  ist 

s-e-B  =  s-^Q-d-y-s-hQ^  =  3p*^-3p^'+^'  =  SQ^&-9-'{SQ-d'), 

d.i.,  da  Q>1,  0<^<1  ist, 

also  ist 

5<5-i*<:5  +  3s^<(7, 

wie  behauptet  war. 

Der  Wieferichsche  Beweis  stützt  sich  ferner  auf  folgende  (auch 
von  Herrn  Maillet  benutzte)  Identität: 

J:{Ä-\-a,y+j](Ä-a;)'  =  Ä\ßÄ'  +  Q{a\  +  al  +  al)]. 
t  =  1  t  =  1 

Hierin  sollen  A  eine  ganze  positive  Zahl  und  «,,  «,,  cc^  ganze 
Zahlen  sein ;  «^  +  a*  +  «3  setzen  wir  gleich  m,  sodaß  m  eine  durch 
drei  Quadrate  darstellbare  Zahl  ist,  und  fordern,  um  Äuf  der  linken 
Seite  der  Identität  nicht  negative  Kuben  zu  erhalten^  daß  m  <  A^ 
sei.  Dann  sagt  unsere  Identität  aus:  Jede  Zahl  von  der  Form 
A  {QA^  +  6m»),  wo  m  <  A^  und  in  in  drei  oder  weniger  Quadrate 
zerlegbar  ist,  läßt  sich  als  Summe  von  sechs  nicht-negativen  Kuben 
darstellen. 

Die  Zerlegbarkeit  jeder  über  einer  gewissen  Schranke  liegenden 
Zahl  s  in  neun  nicht-negative  Kuben  wird  demnach  bewiesen  sein, 
wenn  sich  zeigen  läßt,  daß  s  in  der  Form  darstellbar  ist: 

(7)  s  =  a'  +  b'  +  c'  +  A  {<dA'  +  Qm), 
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wo  a,  h,  c,  A,  m  nicht  -  negative   ganze  Zahlen  sind,  m<  J."  und  m 

in  drei  Quadrate  zerlegbar  ist;  denn  alsdann  ist  jf 

=  a'  +  b'  +  c'^iÄ  +  a,y  +  {Ä-a,y-h{A-}-  a,)'  +  (Ä-  «,)» 
+  (Ä-{-a,y-{-{Ä-a,y, 

also  als  Summe  von  neun  nicht-negativen  Kuben  darstellbar. 

Die  unterhalb  der  erwähnten  Schranke  liegenden  Zahlen  müssen 
noch  besonders  untersucht  werden. 

Wir  beginnen  mit  dem  Nachweis,  daß  jede  über  einer  gewissen 
Schranke  liegende  ganze  Zahl  s  sich  in  der  Form  (7)  darstellen 
läßt.     Es  sei  zunächst 

s>7,4•5^ 

Dann  gibt  es  zu  der  Zahl  s  eine  bestimmte  ganze  Zahl  v^3,    so 
daß 

(8)  7,4. 5^"  <  5  ^7,4- 5"'"+" 

ist. 

Auf  die  Zahl  s  wenden  wir  den  Hilfssatz  3  an.  Setzen  wir 
zur  Abkürzung 

]c  =  3.7,4^-5'''+^ 


so  ist,  da 

5<7,4-5'^''^" 

ist, 

3/<L 

Ist 

5>7,4-5«^  +  2Ä;, 

so  ist  a  fortiori 

7,4-5^"        <s; 

daher  gibt  es  nach  Hilfssatz  3  zwei  Zahlen  5^  und  Sy  von  der  Art, 

daß 

7,4  •  5«"  +  ifc  <  5,  <  7,4  •  5""  +  2Ä;, 

7,4-5'''        <5,,<7,4-5'^  +  Ä; 

ist,  also  sicher  mindestens  zwei  Zahlen  s^,  so  daß 

(9)  7,4  ■  5»"  <  5,  <  7,4 .  5^"  +  2k 

ist. 

Ist       . 

s<7,4.5»''+2ä:, 

so  gibt  es,  da  aus  (8) 

7,4.5"'<5-1 
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folgt,  offenbar  ebenfalls  mindestens  zwei  5,,  welche  die  Ungleichung 
(9)  erfüllen,  nämlich  s^  =  s  und  6-,  =  s  — 1. 

In  jedem  Falle  gibt  es  also  auch  zwei  konsekutive  Zahlen  s,, 
etwa  St_^  und  Sf,  die  der  Ungleichung  (9)  genügen.  Mindestens  eine 
der  beiden  Zahlen  5,_„  Sf  ist  nicht  durch  5  teilbar,  da  t  sonst  die 
Kongruenz 

St_, -St  =  3;!'' -  3^  +  1  =0     (mod.  5) 

erfüllen  würde,  was  nicht  möglieh  ist.  Die  durch  5  nicht  teilbare 
der  beiden  Zahlen  Sf_^,  Sf  (wenn  keine  von  beiden  durch  5  teilbar 
sein  sollte,  eine  beliebige  von  ihnen)  werde  mit  s^  bezeichnet. 

Da  (f  (5*)  =  4  •  5'"*  für  jedes  v  nicht  durch  5  teilbar  ist,  gibt    \  ^ 
es  nach  Hilfssatz  1  eine  ganze  Zahl  b,  so  daß 

Sa  =  h'     (mod.  5') 

ist;  dabei  darf 

0  <  &  <  5" 

angenommen  werden.     Weil  wegen  v>S 

h  =  S-  7,4^ •  5^"^^  =  3 •  7,4* •  5^"'  •  5»" <  2,3 •  5'^ 

ist,  haben  wir  demnach  bisher  bewiesen: 

Zu  jeder  ganzen  Zahl  s  >  7,4  ■  5^  lassen  sich  eine  bestimmte 
ganze  Zahl  v  >  3  und  zwei  ganze  Zahlen  a  und  b  so  finden,  daß 
die  Ungleichung  (8)  besteht, 

eine  ganze  Zahl  und 

0  <  &  <;  5^ 
7,4-5'"'<5„<7,4-5'"  +  2/c<7,4-5''"+2. 2,3-5'^  =  12-5'"' 

ist.     Aus  den  letzten  Ungleichungen  folgt 

6,4.5'"'<5„-6''<;12-5'"', 


also 

mithin 

Wir  setzen  nun 


6,4.5*''<:2<:12.5'''*, 
0,4-5'''<:2-6-5*^<6.5' 


q  —  6-b'^  =  r 

und  haben  damit  s  in  die  Gestalt 

s  =  a'+V  +  6'q  =  a'  +  b'  +  b^Q-b'^+r) 

gebracht,  wo 

(10)  0,4-5^"  <:r<:  6.5»^ 

ist. 
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Können  wir  nun  zwei  ganze  Zahlen  c  ^  0,  m  >  0  so  be- 
stimmen, daß  m  in  drei  Quadrate  zerlegbar, 

(U)  m^B*" 

und 

(12)  5V  =  c'  +  b'-Qm 

ist,  so  wird 

s  =  a'  +  b'  +  c'-\-b%Q-b''  +  Qm), 

hat  also  die  Gestalt  (7),  und  die  Zahlen  a,  b,  c,  Ä  =  5*',  m  erfüllen 
die  zugehörigen  Nebenbedingungen. 

Um  die  Ungleichung  (11)  brauchen  wir  uns  nicht  weiter  zu 
kümmern,  da  aus  (10)  und  (Ifi)  wegen  c  ^  0  stets  die  Ungleichung 
(11)  folgt.  Wir  bestimmen  nun  eine  ganze  Zahl  ^  durch  die  Be- 
dingungen 

(13)  ^  +  v  =  0    (mod.3),     0<^<2. 

Nach  Hilfssatz  2  gibt  es,  wenn 

r  ^  5^  •  22^ 

also  wegen  (10)  sicher,  wenn 

0,4  •  5^'  ^  5"  •  22' 

ist,  ganze  Zahlen  y  ^  0,  w  >  0,  so  daß  m  in  drei  Quadrate  zerleg- 
bar und 

r  =  5^'  y'  +  6m, 
mithin 

5V  =  5"+'/ +  5^' -Gm, 

ist,  daß  also,  da  wir  wegen  (13) 

(unter  c  eine  ganze  Zahl  >  0  verstanden)  setzen  können,  5''  r  von 
der  Form 

5V  =  c'  +  5^-6m 

ist,  wie  wir  es  wünschten. 

Damit  haben  wir  gezeigt,  daß  jede  ganze  Zahl  s  r>  7,4  •  5*  als 
Summe  von  neun  nicht-negativen  Kuben  darstellbar  ist,  wenn 

0,4.5'"  >  5".  22^ 
d.  h. 

(14)  10648  <  0,4 -S^-'^ 

ist,  wobei  die  ganzen  Zahlen  v  >  3  und  ^  durch 

(8)  -  7,4.5^''<s<7,4-5^"+", 

(13)  ^  +  ,,  =  0    (mod.  3),    0  ^  /t  <  2 

bestimmt  sind. 
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Für  alle  v  >  4  ist  (14)  erfüllt ;  also  ist  die  Zerlegbarkeit  aller 
ganzen  Zahlen  s  :>  7,4  •  5"  in  neun  nicht  -  negative  Kuben  bereits 
bewiesen. 

Dem  Werte  v  =  3  entsprechen  die  Zahlen 

7,4.5»  <  5^7,4-5"; 

da  ^i  für  V  =  3  den  Wert  0  hat,  und  infolgedessen  die  Ungleichung 
(14)  nicht  erfüllt  ist,  muß  Herr  Wieferich  für  diese  Zahlen  s,  ebenso 
wie  für  die  Zahlen  l^s  ■<  7,4  •  5®,  welche  bisher  ganz  unberück- 
sichtigt geblieben  sind,  durch  besondere  Überlegungen  den  Beweis 
für  die  Zerlegung  in  9  Kuben  führen. 

Es  bleibt  aber  im  Beweis  eine  Lücke  für  die  Zahlen 
7,4  •  5'*  <;  s  <  7,4  •  5",  welche  dem  Wert  v  =  4  entsprechen.  An 
dieser  Stelle  hat  Herr  Wieferich  irrtümlich  angenommen,  daß 

(14)  10648  <  0,4 -B^»"-" 

für  V  =  4  ist,  während  doch  /*  für  v  =  4  den  Wert  "2  hat,  also 
(14)  sicherlich  nicht  erfüllt  ist. 

Der  Beweis  von  Herrn  Wieferich  berücksichtigt  demnach  die 
Zahlen  des  Intervalls  7,4  •  5''  <  s  <  7,4  •  b''  nicht,  gilt  aber  für 
alle  außerhalb  dieses  Intervalls  liegenden  Zahlen. 

Wir  wollen  nun  mit  einem  Schlage  beweisen,  daß  alle  Zahlen 
1  <  s  <  7,4  •  5*^  durch  9  Kuben  darstellbar  sind.  Dadurch  werden 
auch  die  auf  den  Ausnahmefall  v  =  3  bezüglichen  Ausführungen 
in  Nr.  4  der  Wieferichschen  Arbeit  entbehrlich. 

Zum  Beweis  brauchen  wir  nur  ein  naheliegendes  Verfahren, 
das  Herr  Wieferich  in  Nr.  7  seiner  Arbeit  verwendet,  einen  Schritt 
weiter  auszuführen. 

Es  geschieht  dies  folgendermaßen :  Wird  wieder  s^  =  s  —  i* 
gesetzt,   wenn  i  eine   ganze  Zahl  >  0  und  s  —  i*  >  0  ist,   und  ist 

10*<s<  7,4-5", 

so  gibt  es  nach  Hilfssatz  3  eine  ganze  Zahl  m  >  0,  sodaß 

10*  <  5«  <  10*  +  3  s^ 

wird.  Wir  wiederholen  bei  der  Zahl  s„  dasselbe  Verfahren  und 
erhalten  eine  ganze  Zahl: 


wo 


Sv  =  s^  —  V  =  s  —  u*—v\ 


io*<s,  <io*  +  34; 


schließlich  wendien  wir  auf  s^,  noch  einmal  das  Verfahren  an  und 

3 
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erhalten  eine  ganze  Zahl  s^,  wo 

<?^  =  s^  —  w^  =  s  — w*  — v'  — m;' 
und  '  * 

10*<s,  <10*  +  3sf 

ist.     "Wir  brauchen  nur  zu  zeigen,  daß  für  alle  Zahlen 

10*  <  s  <  7,4  •  5'^ 

die  Zahl  s^  die  Ungleichungen  10000  <  s^  <  40000  erfüllt,  um  nach 
der  V.  Sterneckschen  Tafel  schließen  zu  können,  daß  s^  in  höch- 
stens 6  positive  Kuben  zerlegbar  ist,  mithin  die  Zahlen 
10*  <  s  <  7,4  •  5'^  wegen  s  =  s^ -\- u^  +  v^ -\-  w^  in  9  nicht  -  negative 
Kuben  zerlegbar  sind.     Daß  wirklich 

10*  <  s,,  <  4 .  10* 

ist,  ergibt  sich  aber  sofort  aus  den  Bedingungen: 

10*  <s  <7,4-5''<2'-5^ 

10*  <  s„  <;  3  /  +  10*  <  3  •  2'  •  5  •  5^  +  10*  <  4^  •  5», 

10*  ^  s„  <  3  4  +  10*  <  3  . 4'  •  ö''  + 10*  <  4^ .  5^ 

10*^5,<:34  +  10*<  3 -4' -5*+ 10*  =  40000. 

Für  die  Zahlen  1  ^  s  <;  10*  wird  die  Zerlegbarkeit  von  s  in 
höchstens  9  Kuben  durch  die  erwähnten  Tabellen  bestätigt. 

Den  letzten  wesentlichen  Fortschritt  in  der  Kenntnis  der 
Zerlegung  der  Zahlen  in  Kuben  verdanken  wir  Herrn  Lan- 
dau^), der  bewiesen  hat,  daß  (rg  <  8  ist,  daß  also  von  einer  ge- 
wissen Stelle  an  keine  Zahl  mehr  als  8  Kuben  braucht,  oder  mit 
anderen  Worten,  daß  nur  endlich  viele  Zahlen  genau  9  Kuben 
erfordern. 

Wir  folgen  genau  dem  Beweisgang,  den  Herr  Landau  in  den 
erwähnten  Arbeiten  eingeschlagen  hat,  nur  mit  der  Abweichung, 
daß  wir  die  Grenzen  der  vorkommenden  Ungleichungen  so  ver- 
ändern, daß  sich  das  folgende,  ein  wenig  weitergehende  Resultat 
ergibt:  | 

Satz:    Essei   v   eine   beliebige   positive  Zahl;   von  'ß, 

einer  gewissen  Stelle  s  =  s(v)  an  lassen  sich  alle 
Zahlen  durch  genau  8  Kuben  v^,  ^  =  l,  2,  ...,  8  darstellen, 
w  o  b  e  i  V.-  >  «;  i  s  t. 


1)  Math>Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  102/105  oder  Landau,  Handbuch  der  Lehre 
von  der  Verteilung  der  Primzahlen,  1909,  Bd.  1,  S.  555/559.  —  In  einer  im  Archiv 
der  Mathematik  u.  Physik,  Ser.  3,  Bd.  18,  1911,  S.  248/252  erschienenen  Arbeit  hat 
Herr  Landau  später  Teile  seines  Satzes  ohne  Primzahltheorie  elementar  bewiesen. 
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Beweis:  Es  wird  der  tiefliegende  Satz  der  Primzahltheorie 
verwendet,  den  man  den  Herren  Hadamard  und  de  la  Yal\6e 
Poussin  verdankt  (vgl.  z.  B.  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von  der 
Verteilung  der  Primzahlen,  Bd.  1,  S.  469):  Sind  k,  l  zwei  teiler- 
fremde Zahlen  und  «  >►  0,  so  wächst  die  Anzahl  der  Primzahlen 
hj -\- 1  zwischen  x  und  (i-\-s)x  mit  x  ins  Unendliche. 

'/TT 

Wir    wählen    speziell     k  =  S,    r=  2,    s  =   y-Q — 1,    und 

dürfen  sagen:  Ist  s  hinreichend  groß,  so  gibt  es  mindestens  10 
Primzahlen  j),  welche  die  Bedingungen  erfüllen: 

(15)  y/^<^<y/|: 

und 

p  =  2  (mod.  3). 

Yon  je  10  solchen  Primzahlen  geht  für  alle  hinreichend  großen  5  min- 

10 

destens  eine   nicht  in  s  auf,    da  ihr  Produkt  >*(y^  )       wird,  also 

für  große  Werte  von  s  größer  als  s.  Es  bezeichne  ^j  eine  derartige 
Primzahl,  die  nicht  in  s  aufgeht.     Aus  (15)  folgt: 

(16)  V<s<lV. 

ISTimmt  man  in  dem  Hilfssatz  1  für  v  den  Wert  3  an,  so  folgt  wegen 
j)  =  2  (mod.  3),  daß  s  kubischer  Rest  modulo  2^^  ist;  d.  h.  ein  ß  läßt 
sich  so  bestimmen,  daß  s  —  ß^  =  Mp^.  Dabei  kann  ß  in  einem  be- 
liebig gewählten  vollständigen  Restsystem  modulo  p^,  insbesondere 
also,  da  s  nicht  durch  p  teilbar  ist, 

angenommen  werden.     Dann  ist: 

,    s  =  ß'  +  p'M 
und 

o^p'<ß'^(p'+py, 

also  a  fortiori,  da  (p'^+py^2p^  ist  für  p^2: 

0^p'^ß'^2p\ 
Mithin  folgt  aus  (16) : 


Nun  setzen  wir 


7p'^p'31<^llp\ 
7/<ilf<ll/. 

M  =  6/  +  3f,; 


—     So- 
dann folgt 

^*  <  Jf  j  <  5p®. 

Nach  dem  Hilfssatz  2,  Anmerkung  können  wir  nun  von  Jf,  ein 
/(0<y<22)  abziehen,  sodaß  M^  —  f  =  M^  einen  der  Reste 
6,  12,  18,  24,  30,  36,  48,  54,  60,  66,  78,  84  modulo  96  läßt.  Es 
ist  Ifj  <;  Jl^i ,  und  für  hinreichend  große  s  ist,  da  wegen  (15)  p 
zugleich  mit  s  unbegrenzt  wächst,  0  <:  M^.  Setzen  wir  M^  =  6il!f„ 
so  muß  ilfg  eine  Darstellung  durch  drei  Quadrate  gestatten,  und 
wir  finden: 

0<  Jtf^  =  6illf3<:5i)^ 


WO 

mithin 
also 


M,  =  al+al  +  ccl 
-Vf/<«.<  +  \/|i>'    für   t  =  l,2,3. 


|>»±a,>(l-Vi■)p^ 
Wir  haben  nun  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 
s  =  ß'  +  p^M 

=  ^3  +  p«(6/  +  /  +  Jf,) 
=  ^3+p«(6/)«  +  /  +  6J/3) 

=  ß'  +  {ypy  +  ip'  +  « J"  +  (/  -  «x)'  +  ip'  +  «.)'  +  iP'  -  «,)' 

Die  Kuben  sind  alle  positiv;  ferner  ist 

ß^P,     yP^P,    p'±cCi>'{l-S/i)p'. 

t 

Da  p  mit  s  unbegrenzt  wächst,  kann  man  also,  wenn  man  s  groß 
genug  wählt,  alle  Kuben  größer  als  eine  beliebig  vorgegebene 
Größe  machen,  wie  die  Behauptung  verlangt. 

Eine  genauere  Vergleichung  zeigt,  daß  Herr  Landau  bei  großen 
s  die  Abspaltung  der  beiden  Wieferichschen  Kuben  a^  +  h^  in  ihrer 
"Wirkung    durch    die   Abspaltung   eines  einzigen  Kubus  /3*  ersetzt. 

Wir  beweisen  weiter  folgenden 

Satz:  Jede  Restklasse  modulo  9  enthält  unend- 
lich vieleZählen,  die  mindestens  4Kuben  erfordern^). 


1)  Vgl.  hierzu  §  1. 
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Beweis:  Für  die  Klassen  9Jc-\-4,  9k  — 4:  ist  die  Behauptung 
trivial,  da  das  volle  kubische  Restsystem  modulo  9  nur  die  Zahlen 
0,  + 1,  -  1  umfaßt. 

Wir  zeigen  zunächst,  daß  in  der  Hauptklasse  unendlich  viele 
derartige  Zahlen  sind. 

Da  ein  Kubus  immer  von  einer  der  drei  Formen  9k,  9Ä;  + 1, 
9k  — 1  ist,  ist  eine  Zahl  9k  durch  weniger  als  4  Kuben  nur  auf 
die  beiden  Arten  darstellbar: 

(17)  9k=^(dk,y-{-iSk,y+{skj, 

(18)  9k  =  iSk,y + {Sk, + 1)' + {Sk,  -  ly. 

Ist  N  eine  positive  ganze  Zahl  und  bezeichnet  S  die  Anzahl  der 
Zahlen  9-1,  9-2,  . . .,  9-iV;  die  in  der  Form  (17)  darstellbar  sind,  so 
ist,  da  jeder  der  Kuben  durch  27  teilbar  ist,  und  infolgedessen 
höchstens  diejenigen  Zahlen  9^  erfaßt  werden,  für  die 

k  =  0   (mod.  3) 
ist, 

dieses  soll  ausgedrückt  werden  durch  die  Worte :  asymptotisch  sind 
höchstens  ^/a  aller  positiven  Zahlen  9k  in  der  Form  (17)  darstellbar. 
Wir  behaupten  eine  entsprechende  Tatsache  für  (18):  Es  sei 
wieder  N  eine  positive  ganze  Zahl;  die  Anzahl  verschiedener 
Zahlen  9-1,  9-2,  9-3,  . .  .,  9-iV,  die  in  der  Form  (18)  darstellbar 
sind,  sei  R]  dann  ist 

lim  sup  ^^  ^  -J7-  • 

Dieses  wird  durch  folgende  Überlegung  bewiesen:  Der  größte 
Kubus  '^9N  sei  Nl,  also  N^  =  ['s/M],  Für  jede  der  Zahlen 
3  k^,  3  ifcj  +  1,  3  Ä-j  —  1  in  der  Darstellung  (18)  kommen  dann  höchstens 

[  N  1 

-K^  +  1  Werte  in  Betracht,   und   die  Anzahl  der  möglichen  Ver- 
bindungen zwischen  ihnen  ist  höchstens 


mithin  ist 
also 


([t]  +  i)^#+t+^-+1' 
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Es  sind  also  asymptotisch  höchstens  ^js  aller  positiven  Zahlen  9  k 
in  der  Form  darstellbar:  * 

(18)  9  fc  =  (3  lc,f  +  (3  Jc^  +  If  +  {S]c,-  1)\ 

Von  den  N  Zahlen  9-1,  9-2,  9-3,  ...,  9.iV  sind  also  höchstens  V» 
durch  (17)  und  asymptotisch  höchstens  ^/s  durch  (18)  darstellbar, 
daher  bleiben  asymptotisch  wenigstens  ^3  von  ihnen  übrig,  die  4 
oder  mehr  Kuben  erfordern. 

Dieselbe  Überlegung  führt  auch  bei  den  anderen  E,estklassen 
modulo  9  zum  Ziel,  wie  das  folgende  Schema  lehrt:  Es  sind  durch 
weniger  als  4  Kuben  nur  die  folgenden  Darstellungen  der  einzelnen 
Restklassen  möglich: 

dk  +  1  =  i3k;f  +  {dk,y  +  {Sk,  +  ly 
{Sk,  +  iy+iSk,+iy+{Sk,-iy 

m-i  =  {Sk,y  +  {Sk,y  +  (3/^3  - 1)' 
{Sk^  +  ly  +  {Sk,  -  ly + {3k,  -  ly 

9k +  2  =  {Skj     +  (3/^,  +  ly + (3/^3 + ly 

9k -2  =  {SkJ  +  (3k,  -  1 )"  +  (3ä;3  -  1)'' 
9k +  3  =  {3k^  +  1)'  +  (3/^,  +  ly  +  {3k,  +  1)" 
9Ä:  -  3  =  {3k,  -  ly  +  {3k,  -  ly  +  {3k,  -  1)' 
9Ä;  +  4 


oder 


oder 


9A;-4) 


mindestens  4  Kuben. 


Durch  wörtliche  Wiederholung  der   vorigen  Schlüsse  ergibt  sich: 

In  jeder  der  zwei  ßestklassen  9k +1,  9k  — 1  erfordern  asympto- 
tisch wenigstens  ^3  aller  durch  die  .Restklasse  dargestellten  Zahlen 
4  oder  mehr  Kuben. 

In  jeder  der  vier  Restklassen  9k  +  2,  9k  —  2,  9k-{-  3,  9k  —  3  er- 
fordern asymptotisch  wenigstens  ^/s  der  Zahlen  4  oder  mehr  Kuben. 

In  den  beiden  Reihen  9/c  + 4,  9k  — 4:  erfordert  jede  Zahl  min- 
destens 4  Kuben. 

Unter  Benutzung  des  TJmstandes,  daß  alle  Zahlen  von  der 
Form  9?  +  4  wenigstens  4  Kuben  erfordern,  können  wir  leicht 
Folgendes  beweisen: 

Ist  A  eine  beliebige,  nicht  durch  3  teilbare, 
ganze  positive  Zahl,  B  eine  beliebige  ganze  Zahl, 
so  enthält  die  Reihe 

Äk  +  B,  k  =  0,1,2,... 

unendlich  viele  Zahlen,   die   4  Kuben  mindestens   er- 
fordern. 
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Da  A  Tiiclit  durch  3  teilbar  ist,  gibt  es  nämlich  ganze  Zahlen 
Jc^  und  Iq,  so  daß 

Ak.-^-B  =  9/,  +  4 

ist;  dann  sind  auch  alle  Zahlen  A{k^-\-9a)  +  B,  wo  a  =  0,1,2,... 
ist,  von  der  Form  9? +  4;  d.h.  unendlich  viele  Zahlen  der  Reihe 
Ak-{-  B  sind  von  der  Form  9^  +  4  und  erfordern  infolgedessen 
mindestens  4  Kuben. 

§  6.    Über  die  Zerlegung  in  Biquadrate. 

Der  Nachweis,  daß  jede  Zahl  durch  eine  feste  Anzahl  von 
Biquadraten  darstellbar  ist,  ist  viel  einfacher  als  der  entsprechende 
Satz  für  die  Kuben  und  ist  daher  auch  viel  früher  geführt 
worden. 

Den  ersten  Beweis  verdanken  wir  Liouville*). 

Wir  haben  bereits  die  wichtige  Identität 

(1)  6  {x]  +  xi  +  xi-\-  xy  =2(^1^  ^^y 

Xi  .  .  .  ^4 

1)  Liouville  hat  seinen  Beweis  nur  mündlich  im  College  de  France  mitgeteilt. 
Er  ist  gedruckt  in:  Le  Besgue,  Exercices  d'analyse  numerique,  Paris  1859, 
S.  112/115. 

Liouville  stützt  sich  auf  die  Identität: 

(8)  (4) 

u)  24  (aj  -I h  aiy  =    1     («i  ±  «2  +  «3  ±  a*)*  +    S     (2ai)*- 

Diese  Identität  ist  gleichbedeutend  mit  der  Identität  (1)  des  Textes.  Sie  geht  aus 
(1)  hervor,  z.  B.  bei  der  Transformation: 

Xi  =  Ol  -{-  02 ,    Xi  =  Ol  —  a, ,    X3  =  «3  +  tti,    X4,  =  a-i  —  a«. 

Übrigens  fügt  Le  Besgue  hinzu :  „La  limite  53  .  .  .  peut  etre  abaissee,  mais  cette 
recherche  ne  parait  pas  de  grande  utilite."  Le  Besgue  bemerkt  auch,  daß 
gleichzeitig  mit  a)  die  folgende  Identität  gilt : 

(S)  '4) 

94 («2 -I hO  =    2   («1  ±  «2  ±  03 ±  (hY-  +    1    i-Ci)-- 

ai...a4  ai...ai 

Daraus  ergibt  sich  folgende  simultane  Darstellung:  Ist  N  eine  beliebige  natürliche 
Zahl,  so  sind  in  ganzen  Zahlen  a,,  i  =  1,  2,  . . .,  12,  gleichzeitig  die  Gleichungen 
erfüllbar : 

24JV    =  af  +  a»  +  fl»  +  . ••  +  «», 

24J\r>  =^  a*-hat-{-a*-\ \-  a},. 

Eine  entsprechende  simultane  Darstellung  von  GN  durch  die  Summe  von  12 
Quadraten  und  GN"^  durch  die  Summe  der  Biquadrate  derselben  Zahlen  folgt  aus 
der  Identität  (1)  des  Textes  (vgl.  z.  B.  Bachmann,  Niedere  Zahlentheorie,  zweiter 
Teil,  S.  329/330,  Anm.). 
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betrachtet  und  gezeigt,  wie  man  aus  ihr  schließt,  daß  ^^^53^). 
Dieses  ist  der  von  Liouville  gegebene  Wert.  Seit  Liouvilles  be- 
weis ist  der  Wert  53  nach  und  nach  wesentlich  herabgedrückt 
worden,  und  zwar  von  Realis^)  auf  47,  von  Lucas ^)  erst  auf  45, 
dann  auf  41,  von  Herrn  Fleck*)  auf  39,  von  Herrn  Landau^) 
auf  38,  schließlich  von  Herrn  Wieferich^)  auf  37. 

Außerdem  ist  auf  die  früher  erwähnten  Arbeiten  von  Herrn 
Maillet  aufmerksam  zu  machen,  aus  denen  sich  der  Satz  für  die 
reinen  Biquadrate  als  Spezialfall  ergibt. 

Bis  auf  Herrn  Landau  und  Herrn  Wieferich  haben  alle  oben 
genannten  Autoren,  denen  wir  eine  Verbesserung  der  Liouville- 
schen  Zahl  verdanken,  sich  darauf  beschränkt,  die  zu  zerlegende 
Zahl  in  vorteilhafter  Weise  auf  die  Form  6  {al  -{-  al  +  al)  +  a  zu 
bringen,  um  6  (a\  +  al-{-  a|)  durch  36  Biquadrate  auszudrücken. 

Die  Arbeiten  von  Herrn  Landau  und  Herrn  Wieferich  dringen 
dagegen  tiefer  ein  in  die  Struktur  des  Teiles :  6  («j  +  a^  +  «g). 

Nachdem  Herr  Landau  in  seiner  Arbeit  gezeigt  hatte,  daß  man 
immer  mit  37  Biquadraten  auskommen  kann,  außer  in  drei  be- 
stimmten ßestklassen  modulo  48,    zu   denen   evtl.  38   erforderlich 


Allgemeiner  kann  man  sagen: 

Sind  in  einer  Fleck-Hurwitzschen  Identität  alle  Koeffizienten  gleich  0,  -}-  1,  —  1 
(d.  h.  sind  die  Identitäten  von  der  Art,  wie  sie  Herr  Fleck  angegeben  hat),  so 
erhält  man  eine  neue  Identität,  indem  man  den  Exponenten  n  durch  1  ersetzt. 

So  folgt  z.  B.  aus  der  Identität: 

(16)  (12)  (i) 

Xl...Xi  X1...X4.  Xl...Xi 

(vgl.  §  7)  die  Identität: 

(16)  (12)  (4) 

60(x\-^xl  +  xl-{-xl)  =    ^    (xi  ±  x^  ±  XsY -\- 2  .    S     ix,  ±  x^y -{■  3ß  .    2    ^l 

Xl  ...  X4  «1  .  .  .  Xj  Xl-  ..Xi 

Vergl.  Maillet,  Bulletin  de  la  Soci^t^  mathe'matique  de  France,  Bd.  36,  1908,  S.  69/77. 
Die  Richtigkeit  der  allgemeinen  Aussage  leuchtet  ein,  sobald  man  bedenkt, 
daß  in  der  aus  der  gegebenen  Identität  hergeleiteten  Formel  die  reinen  Quadrate 
auf  beiden  Seiten  gleiche  Koeffizienten  haben,  nämlich  dieselben,  wie  die  ent- 
ßprechenden  reinen  (2w)ten  Potenzen  der  gegebenen  Identität,  während  alle  an- 
deren Glieder  sich  identisch  fortheben. 

1)  Vgl.  §  3. 

2)  Nouvelle  correspondance  mathematique,  Bd.  4,  1878,  S.  209/210. 

3)  Ebenda,  S.  323/325  und  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques,  Ser.  2,  Bd.  17, 
1878,  S.  536/537V 

4)  Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft,  Bd.  5,  1906, 
S.  2/9. 

5)  Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  Bd.  23,  1907,  S.  91/96. 

6)  Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  106/108. 
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blieben,  gelang  es  Herrn  Wieferich,  den  Nachweis  zu  führen,  daß 
man  auch  in  diesen  Ausnahmefällen  mit  37  auskommt. 

Wir  fassen  den  Inhalt  dieser  beiden  Arbeiten  in  folgendem 
Referat  zusammen. 

Das  von  Herrn  Landau  verwendete  Hilfsmittel  besteht  darin, 
in  (1) 

Xg     ^4 

ZU  setzen.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

(2)         6  [x]  -i-xl^  2x1)'  =  (^.  +  x,y  +  (x,  -  x,y  +  2{x,  +  x,y 
+  2{x,-  x,y  +  2  (ar,  +  x,y  +  2{x,-  x,y  +  (2^3)*, 

also  11  Biquadrate  an  Stelle  der  früheren  12.     Da  jede  ungerade 
Zahl  in  der  Form  {x]  +  xl  +  2x^^  darstellbar  ist  ^),  wird  jedes  6-fache 
ungerade  Quadrat  durch  höchstens  11  Biquadrate  dargestellt. 
In  den  Restklassen: 

48Z;+    6  =  6(8^:4-1) 

48Ä-+12  =  6(8Ä:  +  2) 

48^- +  18  =  6(8/t  +  3) 

48Ä;  +  30  =  6(8A-  +  5) 

48^  +  36  =  6(8/.-  +  6) 

werden,  wenn  8Ä:  +  1,  2,  3,  5,  6  durch  ihre  3  Quadrate  dargestellt 
werden,  genau  1  resp.  2,3,1,2  der  Quadrate  ungerade.  Daher 
lassen  sich  die  Klassen  48Ä;  +  6, 12, 18,  30,  36  darstellen  durch  35 
resp.  34,  33,  35,  34  Biquadrate. 

Nun  wird  gezeigt ,  daß  zur  Darstellung  aller  Zahlen 
s  =  48/i;  + 1,  48Ä;  +  33  nicht  mehr  als  36  Biquadrate  nötig  sind. 
Für  jede  dieser  beiden  Klassen  gibt  es  nämlich  je  4  Zahlen  a,, 
i  =  1,2,3,4,  so  daß  s  —  a*  von  der  Form  24(2Z;  — «,)  wird,  wobei 
die  2Ä^  — a,  modulo  8  die  Reste  0,2,4,6  durchlaufen;  z.B.  leisten 
dies  die  Zahlen  a,  =  1,5,7,13  für  die  Zahlklasse  48/t-  +  l,  die 
Zahlen  3,  9, 15,  21  für  die  Klasse  48^  +  33.  Also  läßt  je  eine  der 
vier  Zahlen  2k  —  a.  den  Rest  6  mod.  8  und  ist,  falls  21i  —  a,  >  0  ist, 
darstellbar  in  der  Form  x"^  -^-y"^  -{■  4<t',  wo  «  ungerade  ist.  Multi- 
plizieren wir  diese  Zahl  mit  24,  so  ist 

24^'  +  24^*  +  24  .  4»»  =  6(2^)»  +  6(2^)'  +  2*  •  6m' 

in  12  +  12  +  11  =  35  Biquadrate  zerlegbar,  die  Zahlen  s  =  43k  +  1, 
48Ä;  +  33  also  in  36.  Dieser  Beweis  gilt  für  alle  s  >  a*,  d.  h.  für 
alle  s>21*;   da  die  Zahlen  <  21*,  wie  man  leicht   zeigt,  weniger 

1)  Vgl.  §  4. 
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als  36  Biquadrate  erfordern,  gilt  die  Zerlegung  in  36  Biquadrate 
für  alle  Zahlen  der  beiden  Restklassen.  ^ 

Die  bisher  untersuchten  sieben  Restklassen  ergeben  nach  einem 
Verfahren,  dessen  Art  aus  der  Tafel  auf  S.  43  hervorgeht,  das 
bereits  angegebene  Resultat  von  Herrn  Landau. 

Durch  folgende  Überlegungen  beweist  Herr  Wieferich  den  Satz 
für  die  noch  fehlenden  Restklassen. 

Es  wird  dazu  gezeigt,  daß  zur  Darstellung  aller  Zahlen  von 
der  Form  48Ä;  +  9  oder  48/*:  +  25  höchstens  35  Biquadrate  nötig 
sind.  Es  geschieht  dies  auf  ähnliche  Weise  wie  die  Zerlegung  der 
beiden  zuletzt  untersuchten  Klassen.  Für  jede  der  beiden  Zahl- 
klassen s  =  48k  +  9 ,  s  =  481c  +  25  kann  man  je  acht  Zahlen 
«.,  i  =  1,2,  3,  ...8,  finden,  so  daß  s  —  a*  von  der  Form  24{2k  —  cc^ 
wird ,  und  die  Zahlen  2k  —  a-  ein  reduziertes  Restsystem  mo- 
dulo  16  durchlaufen.  Es  leisten  dies :  für  die  Zahlklasse  48k  +  9 
die  Zahlen  3,  9,  15,  21,  27,  33,  39,  45,  für  die  Klasse  48/*;  +  25  die 
Zahlen  1,  5,  7,  11,  13,  17,  23,  29.  Das  größte  dabei  auftretende  «^ 
ist  45,  und  s  wird  daher  ^45*  angenommen.  Für  die  Zahlen 
<  45*  beweist  man  ohne  Mühe,  daß  sie  nicht  mehr  als  35  Biqua- 
drate erfordern.  Es  muß  nach  dem  Gesagten  in  jedem  der  beiden 
Systeme  ein  a,  geben,  sodaß  das  zugehörige  2k  —  a^  von  der  Form 
16Ä  + 13  ist. 

Eine  solche  Zahl  ist  in  3  Quadrate  zerlegbar,  und  zwar,  da 
0, 1,  4,  9  die  quadratischen  Reste  modulo  16  sind,  nur  so,  daß  ein 
Quadrat  durch  16  teilbar,  ein  anderes  =  4  (med.  16)  und  das  dritte 
=  9  (mod.  16)  ist ;  d.  h.  16Ä  + 13  ist  nur  in  der  Form : 

Uh  +  13  =  {2u,f  +  \il  +  (4wf 

darstellbar,  wo  iv  irgend  eine  ganze  Zahl,  ^/^  eine  ungerade  Zahl 
und  n^  =  3,  5  (mod.  8}  ist.     Mithin  wird: 

24(16^+13)  =  2'-^u\  +  Q{2u,Y  +  ^{8w)\ 

Hierin   ist   Q{8ivf  durch   12  Biquadrate,    2*.  62*1  durch  11  dar-  | 

stellbar.  Es  soll  gezeigt  werden,  daß  6(2^3)'  ebenfalls  durch  11  Biqua- 
drate darstellbar  ist;  dann  ist  24(16A-|-13)  durch  12  +  11  +  11  =  34, 
die  Zahl  s  durch  35  Biquadrate  darstellbar. 

Die  Zerlegung  von  Q{2u^y  ergibt  sich  so :  Es  ist  u^  =  3,  5  (mod. 8), 
also  (vgl.  %4\2u^  in  der  Form  x\-^xl-\-2xl  darstellbar;  mithin  ist 
6(2^2)^  nach  (2)  in   11  Biquadrate   zerlegbar,   wie   behauptet  war. 

Wir  wissen  aus  den  bisherigen  Überlegungen,  daß  alle  Zahlen 
von  der  Form 
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43Jc+    1  höchstens  36,  48Ä;  +  25  höchstens  35, 


48Ä;+    6 

5? 

35, 

48Ä  +  30 

M 

35, 

48/^+   9 

)> 

35, 

48Z;  +  33 

M 

36, 

48/.- +  12 

M 

34, 

4Sk  +  36 

J5 

34 

48/.-  + 18 

V 

33, 

Biquadrate  erfordern. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  erhält  man  leicht  folgende  Tafel : 

„    ,  ,  j       TT«  erfordern  höchstens 

Zahlen  von  der  Form:  Biquadrate: 

48Ä;           =  [48  (Z;- 4) +  30] +  3* +  3'  37 

48A-+    1  =  [48/c           +    1]  36 

48Ä;+   2  =  [48(/.--l)  +  18]  +  2*  +  2*  35 

48Ä;+    3  =  [48(/c-2)  +  18]  +  3*  34 

48^-+   4  =  [48(/c-l)  +  36]  +  2*  35 

48Z;  +   5  =  [48  {Je  -  1)  +  36]  +  1*  +  2*  36 

4Sk+   6  =  \4SJc          +    6]  35 

48/C+   7  =  [48^•           +   6]  +  l*  36 

48/i;+   8  =  [48/c           +   6]  + 1*  + 1*  37 

48Ä;+    9  =  [4Sk           +    9]  35 

48Ä:+10  =  [4Sk           +   9]  + 1*  36 

48/c  +  ll  =  [48^           +   9]  +  l*+l*  37 

^Sk+12  =  [48k           +12]  34 

48Ä;  +  13  =  [48/j           +12]  +  1*  35 

48fc  + 14  =  [48A;           + 12]  +  1^  +  1*  36 

48it  +  15  =  [48  (k  -  2)  +  30]  +  3*  36 

48Ä+  16  =  [48(Ä:  -  2)  +  80]  +  1*  +  3*  37 

48^- +  17  =  [4Sk           +    l]  +  2*  37 

48yt+18  =  [48Ä;           +18]  33 

48Ä;+19  ==  [48Ä;           +18]  +  1*           .  34 

487c  +  20  =  [48Ä;           +  18]  +  1*  +  1*  35 

48Ä;  +  21  =  [48  {k  -  2)  +  36]  +  3*  35 

48Ä;  +  22  =  [48Ä;           +    6]  +  2^  36 

48Z;  +  23  =  [4Sk           +   6]  + 1*  +  2^  37 

48Ä;  +  24  =  [48(Ä;-3)+    6] +  3* +  3*  37 

48/t  +  25  =  [4Sk           +25]  35 

4Sk  +  26  =  [4Sk           +  25]  + 1*  36 


1)  Auf  andere  Weise  hat  Herr  Proth,  Nouvelle  correspondance  mathematique, 
Bd.  4,  1878,  S.  179/181  dieses  Resultat  hergeleitet,  aber  daran  unrichtige  Schlüsse 
geknüpft. 

2)  Bewiesen  von  Euler,  Novi  Commentarii  Academiae  Scientiarum  Imperialis 
Petropolitanae,  Bd.  8  (1760,  1761),  1763,  S.  105/128. 

3)  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  46,  1853,  S.  1/23. 
Bretschneider  erwähnt  hier  auch,  daß  es  für  jedes  n  sicher  Zahlen  gibt,  zu  deren 
Darstellung  mindestens  a-|-2"  —  2  positive  Potenzen  wter  Ordnung   erforderlich 


§ 
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48Ä;+27  =  [48Ä;  +25]  +  l*  +  l*  37 

4:SJc  +  28  =  [4Sk  + 12]  +  2*  35  * 

48Ä;  +  29  =  [48Ä;  +12|  +  l*  +  2*  36 

48^+30  =  [48Ä;  +30]  35 

48Ä;  +  3l  =  [4:8Jc  +30]  +  l*  36 

48Ä^  +  32  =  [48^  +30]  +  l*  +  l*  37 

48Ä;  +  33  =  [iSk  +33]  36 

48^  +  34  =  [48/c  + 18]  +  2*  34 

4Sk  +  35  =  [48Ä;  +  18]  + 1*  +  2*  35 

48Z:+36  =  [48Ä;  +36]  34  ^ 

43k  +  37  =  [48Z;  +  36]  + 1*  35 

4:Sk  +  38  =  [4Sk  +  36]  +  1*  +  1*  36 

48Ä:+39  =  [48(Ä;-1)+   6]  +  3*  36 

48;i;  +  40  =  [48(Ä-1)+   6]  +  r  +  3*  37 

4:8k  +  41  =  [487i;  +  25]  +  2*  36 

48Ä;  +  42  =  [4S{k-l)+   9J  +  3*  36 

48A;  +  43  =  [48(k-l)+   9]  +  P  +  3*  37 

48^  +  44  =  [48Ä;  +  12]  +  2*  +  2*  36 

48Ä;  +  45  =  [48(Z;-l)  +  12]  +  3*  35 

4Sk  +  46  =  [48Z;  +  30]  +2*  36 

4Sk  +  47  =  [48Ä;  +  30]  +  1*  +  2*  37 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  aus  der  Identität  (1)  folgt,  wenn 
x^  =  Xg  =  x^  gesetzt  wird,  daß  2  {x\  +  Zo(?^  =  der  Summe  dreier 
Biquadrate  wird;  also  ist  zum  Beispiel  das  doppelte  Quadrat 
jeder  Primzahl  von  der  Form  Sk  +  1  in  3  Biquadrate  zerlegbar  ^), 
da  jede  Primzahl  von  der  Grestalt  Sk  +  1  in  der  Form  xl  +  dxl  dar- 
stellbar ^)  ist. 

Von  Tabellen  für  die  Zerlegung  in  Biquadrate  ist  eine  auf 
Veranlassung  von  Jacobi  durch  Bretschneider  ^)  hergestellte  zu  er- 
wähnen; sie  reicht  bis  4100. 
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Über  G^  war  bisher  bekannt: 

Diesen  Wert  gewann  Herr  Landau  *)  ans  der  Bemerkung,  daß 
ein  Biquadrat  stets  von  der  Form  16 Je  oder  16Z;  +  1  ist;  denn 
offenbar  kann  dann  keine  Zahl  von  der  Form  lQk-{- 15  durch  weniger 
als  15  Biquadrate  dargestellt  werden. 

Wir  beweisen  nun  den 

Satz:  Es  ist  G^^1Q,  und  allgemeiner  gilt  die  Tat- 
sache: es  gibt  unendlich  viele  Zahlen,  die  nicht  durch 
weniger  als  4-29  Potenzen  2*ter  Ordnung  darstell- 
bar sind  für  «^  =  2,  3,  4,  . .  .,  d.  h.  es  ist  G^29^4-2'?. 

Beweis:  Es  ist  offenbar  für  gerades  a 

(3)  a^^'^  =  0  (mod.  2^^'^) 
und  bekanntlich  für  ungerades  a 

(4)  a^^'^  =  1  (mod.  4.2?). 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  q^S,  also  die  8.,  16.,  32., . . . 

Potenzen.  Für  ^^3  ist  2^  '^>4-2''.  Wir  greifen  die  Zahlen 
heraus  :  4  •  2'  •  JE",  wo  ^  beliebig ,  aber  ungerade  und  positiv  ist. 
Eine  derartige  Zahl  kann  nicht  als  Summe  von  lauter  2*ten  Po- 
tenzen mit  gerader  Basis  darstellbar  sein,   sonst  müßte  sie  wegen 

(3)  durch  2  ^  teilbar  sein.  Daher  muß  sie  mindestens  eine  2'te 
Potenz  mit  ungerader  Basis  als  Summanden  enthalten;  da  aber 
diese  nach  (4)  von  der  Form  4-2'ä:  +  1  sind,  sind  mindestens  4-2* 
Potenzen  2Her  Ordnung  für  die  Darstellung  nötig;  mithin  ist 
6^8^32,  G^,e^64,  u.  s.f. 

Für  q  =  2,  also  für  die  Biquadrate,  versagt  diese  Überlegung, 

da  2^  ^  =:  4-2*  ist.     Hier  verfahren  wir  in  folgender  Weise :  Wir 

sind,  wo  die  ganze  Zahl  a  bestimmt  wird  durch 

3«  =  a-2'»-|-&,    0<&<:2» 

d.  h.  a  ==  [(l)"].  Man  sieht  unmittelbar  ein,  daß  in  der  Tat  die  Zahl 
(a  —  1)  2"  +  2*»  —  1  (welche  <  3"  ist)  die  angegebene  Anzahl  n  ter  Potenzen 
braucht.  Man  erhält  nach  dieser  Vorschrift  für  die  Exponenten  2,  3,  4,  5,  6,  . . . 
resp.  die  Werte  4,  9,  19,  37,  73,  . , .,  also  für  ^2  und  ^3  ihre  wahren  Werte,  während 
in  den  übrigen  Fällen  noch  nicht  feststeht,  ohg^  =  l9  oder  >►  19,  ^Ts  =  37  oder  >►  37 
u.  s.  f.  ist. 

Übrigens  ist,  wie  mir  Herr  G.  Vacca,  Genua,  mitteilt,  die  obige  Überlegung 
bereits  bei  Euler  vorhanden,  und  zwar  in  den  Opera  postuma  mathematica  et 
physica,  Bd.  1,  Petersburg,  1862,  S.  203/204. 

1)  Vgl.  Hurwitz,  Math.  Annalen,  Bd.  65,  1908,  S.  424/427. 
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betrachten  die  Zahlen  IQ^K,  wo  y  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  ist,  K  noch  frei,  ebenfalls  ganz  und  positiv.  Soll  eine  Dar- 
stellung durch  weniger  als  16  Biquadrate  möglich  sein,  so  müssen 
alle  Basen  der  Biquadrate  gerade  sein,  d.  h.  die  Biquadrate  selbst 
durch  16  teilbar.  Wenn  7  — 1^1  ist,  so  gelten  für  IQ^'^-K  die- 
selben Voraussetzungen,  und  es  muß  daher  16'^~^-K  ebenfalls  durch 
weniger  als  16  Potenzen  4.  Ordnung  herstellbar  sein  und  lauter 
durch  16  teilbare  Biquadrate  enthalten.  Dasselbe  gilt  für  16^""  ■  K, . .. 
hinunter  bis  zu  IßK.  Schließlich  muß  auch  K  selbst  durch  we- 
niger als  16  Biquadrate  darstellbar  sein.  Nun  wählen  wir  für  K 
eine  Zahl,  die  wenigstens  16  Biquadrate  erfordert,  z.  B.  K  =  31, 
Dann  kann  keine  Zahl  16^-31  mit  weniger  als  16  Biquadraten 
auskommen.  Die  Zahlklasse  16/i;4-0  enthält  daher  unendlich  viele 
Zahlen,  die  mindestens  16  Biquadrate  erfordern.  Damit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

Wir  werden  aus  ihm  leicht  folgende  Tatsache  ableiten: 
Folgerung:    Jede   arithmetische  Reihe  Äh-^C,    wo  A   eine 
beliebige    ungerade    positive    Zahl,    k  =  0,  1,  2,  .  . .    und    C    eine 
durch  nicht  weniger  als  16  Biquadrate  darstellbare  Zahl  ist,    ent- 
hält unendlich  viele  Zahlen  der  betrachteten  Art, 

Da  nämlich  nach  Voraussetzung  Ä  und  16  teilerfremd  sind, 
gibt  es  eine  positive  ganze  Zahl  y,  so  daß  16^  =  1  (mod.  Ä). 
Daher  ist  für  jedes  natürliche  r: 

!&■'  =  1  (mod.  A). 

Betrachten  wir  einen  bestimmten  der  zulässigen  Werte  für 
C,  z.  B.  C  =  81,  so  ist  auch  0-16''^  =  C  (mod.  J.),  mithin  sind 
alle  Zahlen  16' '^-C  von  der  Form  Ak  +  C,  wo  y  die  eben  ange- 
gebene Bedeutung  hat ,  und  wir  haben ,  da  die  Zahlen  16'  '^  •  C 
wenigstens  16  Biquadrate  erfordern,  die  Behauptung  bewiesen. 

Aus  der  Annahme  A  =  7,  (7  =  31  folgt,  daß  beispielsweise 
die  Reihe  7k +  S  unendlich  viele  unserer  Zahlen  enthält. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  daß  in  jeder  Restklasse  modulo 
16  unendlich  viele  Zahlen  mehr  als  4  Biquadrate  brauchen  (vgl,  §  2). 

§  7.    Über  die  Zerlegung  in  6.  Potenzen. 

Herr  Fleck*)  hat  zuerst  nachgewiesen,  daß  ^^  endlich  ist,  und 
hat  als  obere  Schranke  den  Wert  2451  angegeben.  Er  benutzt 
die  Identitäf : 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  64,  1907,  S.  561/566. 
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(Iß)  (12) 

QOix\  +  x\  +  xl  +  xiy  =     2     {x,±x,±x,f  +  2-    S     (^.±^,)' 
/•i  \  a?! . . . a?4  Xi  • .  .x^ 

^  ^  (4) 

+  36.     S     ^1» 

auf  deren  rechter  Seite  184  Potenzen  6.  Ordnung  stehen.  Folglich 
ist,  wie  man  leicht  sieht,  jede  Zahl  sicher  durch  184/<  +  59  Potenzen 
6.  Ordnung  höchstens  darstellbar,  wenn  man  weiß,  daß  jede  Zahl 
durch  h  positive  Kuben  höchstens  darstellbar  ist.  Zur  Zeit  der 
Abfassung  von  Herrn  Flecks  Arbeit  war  der  beste  bekannte  Wert 
für  h  gleich  13,  woraus  sich  g^  <  2451  ergibt ;  durch  Herrn  Wiefe- 
richs  Nachweis,  daß  ö',  =  9,  erniedrigt  sich  diese  Schranke  auf 
1715.  Herr  Fleck  bemerkt  zu  der  von  ihm  angegebenen  Schranke 
für  f/g  in  der  erwähnten  Arbeit:  „Die  Reduktion  dieser  Anzahl 
wäre  zwar  leicht,  ober  ohne  besonderen  Nutzen.  Sie  mag  daher 
hier  unterbleiben."  Demgegenüber  gelingt  es  in  diesem  Paragraphen, 
sie  um  ein  Erhebliches  herabzudrücken,  nämlich  auf  970. 

Zum    Zweck   der  Reduktion   der   oberen   Schranke  für  g^   be- 
trachten wir  die  Identität: 

(B) 

\2Q{x\  +  x\-\-x\  +  x\f  =     2     {x,±x,±x,±x,y 
„  «1 . . .  X4 

^   ^  (12)  (4) 

+8.^2  K±^/+^2^(2^ir. 

(welche  bereits  in  ihrer  jetzigen  Form  günstiger  wäre  als  (1)).  In 
dieser  Identität  setzen  wir,  das  eine  Mal  x^  =  x^  und  erhalten  (da 
hierdurch  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  acht  Potenzen,  nämlich 
S{x^  —  x^^  verschwinden)  das  Resultat,  daß  das  120- fache  der 
3.  Potenz  jeder  durch  die  Form  {x\  +  x\  +  2j  *)  darstellbaren  Zahl 
die  Summe  von  höchstens  8  +  811+4  =  100  Potenzen  6.  Ord- 
nung ist.  Ferner  setzen  wir  in  (2)  x^  =  0  und  finden,  daß  die 
120-fache  3,  Potenz  jeder  Zahl  von  der  Form  {x\-\-xl-\-x^^  die 
Summe  von  höchstens  107  Potenzen  6.  Ordnung  ist.  Da  jede 
Zahl  von  der  Form  {x\  +  x\-\-  2x^^  oder  {x\  +  a:|  +  iCg)  ist ,  so  ist 
der  120-fache  Kubus  jeder  Zahl  in  höchstens  107  Potenzen 
6.  Ordnung  zerlegbar.  Mithin  erhält  man  für  g^  in  ersichtlicher 
Weise  die  obere  Schranke  9 -107  +  «  =  963  +  «,  wo  0  <  «  <  119. 
Die  a  überschießenden  Einheiten  lassen  sich  zwar  sofort  auf 
63  Potenzen  6.  Ordnung  reduzieren  (a  =  /3-2^  +  y,  wo  im  ungün- 
stigsten Fall  /3  =  0,  7  =  63  •  P  ist) ;  aber,  um  eine  wirksame  Re- 
duktion durchzuführen,  verfahren  wir  folgendermaßen: 
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Die  Kongruenz 

(3)  A  =  4  + 4  + ■■•  +  £',  (mod.  120), 

in  der  Ä  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  ist  lösbar; 
denn  die  Kongruenz 

A  =  yl  +  yl  +  ---+f^ 

ist  je  modulo  3,  5,  8  offenbar  lösbar,  etwa  durch  die  Zahlen 
2/i5  •  •  •  ?  2/7 ;  y[,  "-'.y'i'i  «/'^  •  •  • ,  y",  «»d  die  Lösungen  ^, ,  . . , ,  ^,  der 
kompatibeln  Kongruenzen 

Zi  =  yi  (mod.  3) 

^,  =  2/;  (mod.  5)  (^  =  1,2,...,7) 

^,  =  y'l  (mod.  8) 

erfüllen  die  Kongruenz  (3).  Da  offensichtlich  ^^  ^  119  (i  =  1, 2, . . . ,  7) 
angenommen  werden  darf,  lassen  sich  also  von  jeder  ganzen  Zahl 
J.  ^  7  •  119^  sieben  Potenzen  6.  Ordnung  so  subtrahieren,  daß  man 
eine  durch  120  teilbare  Zahl  >  0  erhält,  die,  wie  schon  bewiesen, 
durch  963  sechste  Potenzen  darstellbar  ist;  folglich  ist  jede  ganze 
Zahl  ^7-119'  durch  970  sechste  Potenzen  darstellbar. 

Die  noch  fehlenden  Zahlen  -<7-119®  erledigen  sich  folgender- 
maßen :  für  a  ^  9  ist  (a  +  1)^  -<  2a® ;  sind  daher  für  ein  a  ^  9  alle 
Zahlen  bis  a^  durch  qip)  Potenzen  6.  Ordnung  darstellbar,  so  sind 
es  alle  Zahlen  bis  {a  +  lj  durch  g(a)  +  l.  Daher  sind  alle  Zahlen 
bis  119«  durch  g(9)  +  110,  die  Zahlen  <  7-119«  durch  ^(9) +  116 
darstellbar.  Die  Zahlen  ;^  3«  =  729  sind,  wie  man  sofort  einsieht, 
durch  höchstens  10  +  63  =  73  Potenzen  6.  Ordnung  darstellbar. 
Da  sich  jede  Zahl  ^9«  in  der  Form  schreiben  läßt  «•3«  +  /3,  wo 
0^«^3«,  0^^<3«,  ist  ^(9)  ^  2-73  =  146,  also  jede  Zahl 
<  7  •  119"  durch  146  + 116  =  262  sechste  Potenzen  sicher  darstell- 
bar, was  für  unsere  Zwecke  ausreichend  ist. 

Es  ist  mithin  g^^^lO. 

"Wir  wollen  ferner  beweisen,  daß 

Aus  dem  Satz  des  §  2  folgt  nur ,  daß  G^^l.  —  Zunächst  sieht 
man  auf  folgende  Weise  sofort  ein,  daß  G^^^  ist: 

Aus  9(9)  =  6  folgt,  daß  a«  =  1  (mod.  9),  wenn  (a,  9)  =  1, 
also  wenn  (a,  3)  =  1. 

Ist  dagegen  a  durch  3  teilbar,  so  ist  a«  =  0  (mod.  9).  Die 
6.  Potenzen  sind  demnach  von  der  Form  9^  oder  9^  +  1.  Daraus 
folgt,  daß  jede  Zahl  9Z;-l-8  wenigstens  8  positive  6.  Potenzen 
braucht. 
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Xun  wiederholen  wir  das  bei  den  Biquadraten  angewandte 
Verfahren.  Soll  eine  Zahl  9^  durch  weniger  als  9  Potenzen 
6.  Ordnung  darstellbar  sein,  so  müssen  alle  verwendeten  Potenzen 
von  der  Form  9k  sein,  also  6.  Potenzen  von  Zahlen  3/»;.;  also 
müssen  sie  einzeln  durch  3*  teilbar  sein.  Wir  betrachten  eine 
Zahl  3"w«,  wo  /•  eine  beliebige  natürliche  Zahl  sein  soll,  m  eben- 
falls eine  positive  ganze  Zahl,  über  welche  wir  noch  verfügen 
werden.  Soll  S*""»»  durch  q  Potenzen  6.  Ordnung  dargestellt  werden, 
wo  p<;9  ist,  so  ist  jeder  Summand  durch  3'  teilbar;  dann  muß  auch 
36(r-i)^^  durch  q  Potenzen  darstellbar  sein;  ist  r  — 1^1,  so  setzt 
sich  dies  Verfahren  fort;  schließlich  muß  auch  m  durch  q  positive 
6.  Potenzen  darstellbar  sein.  "Wählen  wir  also  für  m  eine  Zahl,  die 
durch  nicht  weniger  als  9  sechste  Potenzen  darstellbar  ist,  so  er- 
fordert auch  jede  Zahl  S^m  (r  beliebig  =  1,  2,  3,  ...)  deren  we- 
nigstens 9.     Solche  Zahlen  m  existieren  aber. 

§  8.    Über  die  Zerlegung  in  5.  und  in  7.  Potenzen. 

Über  g^  liegen  (immer  abgesehen  von  Herrn  Huberts  all- 
gemeinem Beweis)  zwei  Arbeiten  vor.  Die  eine,  von  Herrn 
Maillet^),  ist  in  der  Einleitung  erwähnt  und  beschäftigt  sich  mit 
ganzen  rationalen  Funktionen  5.  Grades,  die  rationale  Koeffizienten 
besitzen  und  für  ganzzahlige  Werte  von  x  nur  ganzzahlige  Werte 
annehmen;  das  Waringsche  Problem  für  die  5.  Potenzen  ergibt 
sich  daraus  als  spezieller  Fall.  Die  Schranke  für  g^,  die  sich 
hierbei  ergibt,  ist  192.  Herrn  Wieferich  ^)  gelang  es,  diese  Zahl 
192  auf  59  herabzudrücken.  Dieses  ist  der  heutige  Stand  des 
Problems.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  Identität  wieder- 
zugeben, die  Herr  Wieferich  seinem  Beweise  zugrunde  gelegt  hat. 
Sie  lautet: 

(8a  +  uY  +  (8a  -  iif  +  (8a  +  vf  +  (8a  -  v)'  +  (8a  +  ivf  +  (8a  -  iif 

-\-{a  —  u  —  v  —  wY  +  {a  —  u  —  v  +  ivf  +  (a  —  t«  -}-  -y  —  loy  +  (a  -\-ii  —  v  —  wf 
=  2a  1 60  (43a'  4-  n'  +  v'  +  loj  -  8  •  1579a*  j . 

Der  Hauptteil  der  Arbeit  und  die  eigentliche  Schwierigkeit 
liegt,  wie  bei  den  Kuben,  in  der  Erfüllung  der  auftretenden  Neben- 


1)  Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees,  Ser.  5,  Bd.  2, 1896,  S.  363/380. 

2)  Math.  Annalen,  Bd.  67,  1909,  S.  61/75.  Daselbst  ist  auch  eine  Tabelle 
angegeben  für  die  Zerlegung  der  Zahlen  1,  . . .,  3011  in  die  geringste  Anzahl  von 
5.  Potenzen. 

4 
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bedingungen,  die  bewirken  sollen,  daß  alle  5.  Potenzen  der  linken 
Seite  der  Identität  >0  werden. 

Ferner  hat  Herr  Wieferich  in  der  gleichen  Arbeit 'bewiesen, 
daß  g^  <  3806 ;  es  ist  dies  die  einzige  Arbeit  über  g^.  Wegen  des 
komplizierten  Beweises  verweisen  wir  auf  das  Original.  Herr 
Wieferich  bemerkt  selbst,  daß  die  Anzahl  3806  sich  wesentlich 
verringern  läßt. 

§  9.   Über  die  Zerlegung  in  8.  Potenzen. 

Bei  den  8.  und  höheren  Potenzen  ist  es  schwierig,  geeignete 
Identitäten  aufzustellen,  wenn  auf  der  rechten  Seite  nicht  eine  zu 
große  Anzahl  von  Potenzen  stehen  soll.  Es  ist  dies  ein  Nachteil, 
der  zum  großen  Teil  der  Struktur  der  Fleck-Hurwitzschen  Identi- 
täten anhaftet,  welche  uns  dadurch,  außer  für  die  niedrigsten  Werte 
der  Exponenten,  für  g^  obere*  Schranken  von  ungleich  höherer 
Größenordnung  liefern,  als  wir  sie  wirklich  vermuten  dürfen. 

Für  die  8.  Potenzen  ist  die  beste  bisher  bekannte  Identität 
folgende  von  Herrn  Hurwitz ^)  herrührende,  durch  welche  dieser 
Forscher  eine  obere  Schranke  für  g^  bestimmte.     Sie  lautet: 

(4)  (12) 

hOM){x\  +  x\-{-x\  +  x':f  =  Q-   2   (2;rJ«  +  60-    2   (^i±^2)' 

(48)  (8) 

wo  rechts  6-4  + 60-12  +  48  + 6-8  =  840  Potenzen  8.  Ordnung 
stehen.  Da  man  jede  Zahl  als  Summe  von  höchstens  37  Biqua- 
draten darstellen  kann,  und  alle  Zahlen  bis  5039  inkl.  durch 
höchstens  273  Potenzen  8.  Ordnung  (nämlich  höchstens  18  achte 
Potenzen  von  2  und  255  achte  Potenzen  von  1),  ergibt  sich  als 
Schranke:  37-840  +  273  =  31353.  Nahezu  gleichzeitig  mit  dieser 
Arbeit  von  Herrn  Hurwitz  erschienen  zwei  Arbeiten  von  Herrn 
Maillet^),  die  sich  ebenfalls  mit  der  Zerlegung  in  8.  Potenzen 
beschäftigen.     Dieses  sind  bisher  die  einzigen  Arbeiten  über  g^. 

Herr  Maillet  verwendet  nicht  die  Hurwitzsche  Erweiterung 
der  Fleckschen  Identitäten,  sondern  setzt  in  den  Klammem  rechts 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  65,  1908,  S.  424/427. 

2)  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  seances  de  l'Academie  des  Sciences, 
Paris,  Bd.  145,  1907,  S.  1399/1400  und  Bulletin  de  la  Soci^tö  mathömatique  de 
France,  Bd.  36,  1908,  S.  69/77. 
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alle  Koeffizienten  =  +  1 ,  —  1  oder  0.  Um  so  bemerkenswerter  ist 
es,  daß  er  trotzdem  durch  Benutzung  anderer  Hilfsmittel  zum 
Ziel  gelangt ;  da  aber  die  Schranke  für  g^ ,  die  man  auf  diesem  Weg 
erhält,  jedenfalls  viel  größer  ist  als  die  Hurwitzsche  Zahl,  ver- 
zichten wir  auf  die  Wiedergabe  des  komplizierten  Beweises. 

Wir  wissen  aus  §  6,  daß  G  (8)  >  32  ist.  Femer  gibt  es 
wenigstens  eine  Zahl,  nämlich  24 -2* +  255,  zu  deren  Darstellung 
279  Potenzen  8.  Ordnung  nötig  sind. 


§  10.    Über  die  Zerlegung  in  10.  Potenzen. 

Für  die  Zerlegung  in  10.  Potenzen  liegt  lediglich  eine  Iden- 
tität vor,  die  von  Herrn  I.  Schur  hergeleitet  und  in  einer  Ar- 
beit von  Herrn  Landau^)  mitgeteilt  ist.     Sie  lautet: 

(8) 

22QSQ{x\  +  x\-\-x\  +  x\f  =^  %■    2    {x,± x,± x,± x^'' 

(48)  (12)  (4) 

Diese  Identität  hat  auf  ihrer  rechten  Seite  9-8  +  48  + 180-12 
+  9-4  =  2316  Potenzen  10.  Ordnung.  Um  sie  aber  anzuwenden, 
muß  man  diese  Anzahl  mit  der  Wieferichschen  Zahl  59  für  5. 
Potenzen  multiplizieren  und  erhält,  unter  Berücksichtigung  des 
Faktors  22680  auf  der  linken  Seite  der  Identität,  (die  Zahlen  bis 
22680  erfordern  höchstens  1044  Potenzen  10.  Ordnung)  beinahe 
140000  als  Schranke  für  g,,. 


§  11.    Über  die  Zerlegung  in  12.  und  in  14.  Potenzen. 

Im  Folgenden  teilen  wir  zwei  neue  Identitäten  von  Fleck- 
Hur witzscher  Art  mit  für  die  Zerlegung  in  12.  resp.  14,  Potenzen. 
Herrn  Hilbert  verdanke  ich  die  Mitteilung,  daß  Identitäten  für 
3  Größen  a;,,  x^,  x^  prinzipiell  für  das  Waringsche  Problem  das- 
selbe leisten  wie  die  bisher  aufgestellten  Identitäten  für  4  Größen. 
Man  sieht  dies  leicht  ein,  wenn  man  daran  denkt,  daß  entweder 
eine  Zahl  selbst  oder  ihr  Doppeltes  sicher  durch  3  Quadrate  dar- 
stellbar ist. 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  66,  1909,  S.  102/105. 
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Die  Identitäten  lauten: 
Tür  12.  Potenzen: 

(12)  (12) 

t(^x\  +  xl  +  xiy  =  r,-    2    (2x,±2x,±x,y'  +  r,.    2    (2^, ±^,±^3)" 

(4)  (12) 

Xi  .  .  .  X3  Xi  . . ,  x^ 

(12)  (6)  (3) 

3?1  ■  ■  .  X3  Xy  .  .  ,  X3  Xi  .  .  ,  /U3 


WO 


f  =  ^,r,  =  2-b,r,  =  2^51  r,  =  2*. 3^5, 


16 
r,  =  S\    r^  =  2'-31d,    r,  =  2- 3.5-29-173,    r,  =  2^3^5-23.487; 

für  die  14.  Potenzen: 

(12)  (12) 

tixl  +  xl+xD''  =  r,-^    {2x,±2x,±x,y*  +  r,.    S    {Sx,±x,±x,y' 

Xi  *  .  .  X^  Xi  .  • .  x^ 

(12)  (4)  (12) 

+  ^3  •  S    (2^,  ±  ^,  ±  ^3)"  +  r,-^    i^,±^,±  oc,y'  +  r, .  2    (3^1  ±  ^J" 

•^1  •  •  •  ^3  ^^1  •  •  •  ^3  Xi  ,  .  .  ÄJ3 

(12)  (6)  (3) 

.     +^6-2    (2;r.±a^J-+r,.2    K±^.r  +  ^-S    (^1)", 

Xi  >  •  .  Xq  Xi  •  -  ■  X^  X^  m  >  •  X^ 

wo 

^  =  ^^'  '^  =  2'-^'  ^^  =  ^•^'  ^3  =  2'. 5, 
r,  =  3-5^173,  r,  =  2^-3,  r,  =  2^.3.41,  r,  =  2^  •  3' •  5^  •  103, 
r^  =  2«. 3-5'. 13. 1471. 

Da  man  Schranken  für  g^  *)  resp.  g.  ^)  kennt,  kann  man  ans  diesen 
Identitäten  durch   einfache  Rechnung   eine  obere  Schranke  für  ^,/ 
resp.  ^14  bestimmen. 

Es  darf  bemerkt  werden,  daß  der  Kunstgriff,  drei  anstatt 
vier  Grrößen  in  die  Identitäten  aufzunehmen,  erst  von  den  8.  Po- 
tenzen an  die  Ausrechnung  erleichtert,  da  bis  dahin  in  beiden 
Fällen  dieselben  Grliederkomplexe  auftreten,  z.  B.  xl,  x\  x],  x\  x\  x\ 
für  die  6.  Potenzen. 

V 

1)  Vgl.  §  7.  2)  Vgl.  §  8. 
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Abschnitt  III. 


Über  einige  Verallgemeinerangen  des  Waringschen  Problems. 

§  12.    Über  die  Darstellung  der  ganzen  Zahlen  durch  ein 
beliebiges  System  ganzer  Zahlen. 

Satz:  Sind  1,  Cj,  Cj,  C3,  ...  in  Inf.,  wo 

1  <:  Cj  <:  Cj,  <:  c,  <; . . . 

ist,  ein  irgendwie  gegebenes  System  ganzer  Zahlen 
von  der  Eigenschaft,  daß  jede  natürliche  Zahl  durch 
h  oder  weniger  von  ihnen  additiv  herstellbar  ist,  wo 
h  eine  feste  Zahl  ist,  so  hat  die  Potenzreihe 

den  Einheitskreis  zum  Konvergenzkreis. 

Beweis:  Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  fast  unmittelbar;  um 
zu  zeigen,  daß  der  Konvergenzkreis  der  Einheitskreis  ist,  reicht  es  hin 

zu  beweisen,  daß  lim  \lc„   existiert  und  gleich  1  ist.    Nun  ist  aber 
«  =  00 

c^  ^  (w  -f  1)^  (da  im  ganzen  durch  Addition  von  genau  h  der  n  + 1 
Zahlen  0, 1,  c„  . . .,  c„_,  weniger  als  {n  +  Vf  natürliche  Zahlen  herstell- 
bar sind,  ergibt  sich  ein  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung,  wenn  die 
nächste  Zahl  c,,  >  (n  + 1)*^  angenommen  wird).  Aus  1  <:  c„  <  («  + 1)* 
folgt   wegen  lim  \l{n  +  If  =  1,   daß  lim  sjc^  =  1  ist,    womit  der 

Satz  bewiesen  ist. 

Herr  Maillet^)  hat  in  einem  Satz  notwendige  Bedingungen 
angegeben  dafür,  daß  die  Elemente  einer  Zahlenfolge,  die  einem 
rekurrenten  Bildungsgesetz  gehorchen,  ein  derartiges  System  bilden, 
daß  man  additiv  aus  einer  festen  Anzahl  von  ihnen  alle  ganzen 
positiven  Zahlen  aufbauen  kann,  evtl.  unter  Aufnahme  der  Zahl  1 
in  die  vorgelegte  Zahlenfolge.  Dieser  Satz  von  Herrn  Maillet, 
dessen  Beweis  umständliche  Überlegungen  erfordert,  steht  in  Zu- 
sammenhang mit  dem  Satze  des  Textes,  jedoch  ohne  daß  einer  von 
den  Sätzen  sich  aus  dem  andern  herleiten  ließe. 


1)  Association  fran^aise  pour  l'avanceinent  des  sciences,  Congres  de  Carthage 
(ä  Tunis),  1896,  Teü  2,  S.  78/89. 
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Es  sei  jetzt  gegeben  eine  Zahlenfolge  von  positiven  ganzen  Zahlen 
von  der  Eigenschaft,  daß  man  jede  ganze  Zahl  durch  höchstens  h 
von  ihnen  additiv  herstellen  kann,  wo  h  eine  feste  Zahl  ist.  Wir 
wollen  zeigen,  daß  man  mit  dem  System  gewisse  Veränderungen 
vornehmen  darf  derart,  daß  jede  positive  ganze  Zahl  durch  höchstens 
\  Zahlen  des  neuen  Systems  herstellbar  ist,  wo  Tc^  wieder  eine 
feste  Zahl  ist. 

Es  sei  «1 ,  ttj ,  «3 ,  ...  eine  Zahlenfolge  der  angegebenen  Art. 
Ich  ersetze  die  Zahlen  a^{i  =  1,  2,  3,  .  .  .)  durch  ein  neues  System 
von  Zahlen  h^  =  a^  a^-^-  ß^;  die  a. ,  ß^  brauche  ich  nicht  einzeln  zu 
kennen;  es  wird  über  sie  vorausgesetzt:  die  a^,  ßi  sind  ganze 
Zahlen,  und  zwar  0<;a,v^jB;  j^»  JO,  aber  \ß^\^8,  wo  R  und 
S  beliebig  vorgegebene  positive  ganze  Zahlen  sind.  Die  Zahl  1 
nehmen  wir,  auch  wenn  sie  schon  dazu  gehört,  als  h^  in  das  neue 
System  der  h^  auf. 

Behauptung:  Dann  kann  man  jede  natürliche  Zahl 
durch  weniger  als  R  \  {21iS -\- 1  +  V)  Zahlen  &,■  darstellen, 
also  wieder  durch  eine  feste  Anzahl. 

Beweis:  Wir  verwenden  die  Zahlen  a^üi  als  ein  Zwischen- 
system. Die  darzustellende  Zahl  sei  A ;  ich  schreibe  Ä  ==  Ä^Rl  +  r, 
wo  O^r -<:  Rl;  nach  Voraussetzung  ist 

A  =  a.iH hciiq, 

wo  «t,,  ...,«80  alles  Zahlen  aus  der  Folge  a,,  a^,  a^, ...  sind,  und  q^Jc 
ist ;  da  die  «.Zahlen  der  Reihe  1,2,3, ...,  R  sind,  gilt  die  Darstellung 

Ä^Rl    = {cCi^-  tti,)  H h  ■ '-  {Kiq  •  üiq), 

WO  alle  Brüche  in  Wirklichkeit  ganze  Zahlen  sind,  und  zwar  ^Rl. 
Daher  ist  jede  durch  R !  teilbare  Zahl  durch  höchstens  R !  q  Zahlen 
Kitti  darstellbar,  mithin  erst  recht  durch  höchstens  RlJc  derartige 
Zahlen.  Den  Rest  r  (O^r  <:  Rl)  können  wir  durch  höchstens 
Rl  —  1  Zahlen  des  Systems  der  bi  (i  =  0, 1,  2, . . .)  darstellen,  da 
die  Zahl  1  nach  Voraussetzung  zum  System  gehört.  Es  bleibt  zu 
zeigen,  daß  jedes  Vielfache  von  Rl  durch  eine  feste  Anzahl  von 
Elementen  des  Systems  der  6,  (i  =  0,  1,  2,  . . .)  darstellbar  ist. 
Dieses  geschieht  folgendermaßen :  Es  sei  «i  a»  =  d  {i  =  1,2, .. .) 
gesetzt ;  dann  wissen  wir,  daß  jedes  Vielfache  von  R !  durch  höch- 
stens M  =  R\  k  Zahlen  q  darstellbar  ist.  Wir  betrachten  das 
neue  System  Ci  +  ßi  =  bi  (i  =  1,  2, ...),  wo  die  ßi  unabhängig  von- 
einander einen  der  Werte  0,  ±1,  ±2,  ...,  ±  S  haben  sollen,  und 
suchen   die  Zahl  RIÄ^  in  diesem  System  unter  Hinzunahme   von 


W- 


__    B5    — 
\   darzustellen,     j  7? m/  durch   höchstens 

heiten.    Es  sei  also  ^Systems  darsteUbar,  ^amiicn 
.   „,    -JifS;  wir  setzen 

dann^st^^Ound^dur-c^^^^^^^     DaL  ist 
wo  7w  ^  iJf,  also  ■  ■  ■  "^  ^' 


''ij»? 


Nun  ist  0^3IS-    2    ß.^2MS,   also  ^c       'f/^^  durch  höch- 

stens  2MS  Einheiten  darstellbar.  Mithin  ist  R'»  ^^^^^  höchstens 
2MÄ  +  J/=  1/(2^  +  1)  Zahlen  h,  darstellbar,  ^  Jede  Zahl  durch 
höchstens  M{2S+\)  +  B\-l  —  72! /j(2Ä  +  l)>- ~1'  d.  h.  durch 
weniger  als  i2 !  (2^'.Sf  +  Ä- + 1)  Zahlen  &,. 

§  13.    Das  Waringsche  Problem  als  ei  Aufgabe  der  Dio- 
phantischen  Gleichur^- 

Das  Waringsche  Problem  läßt  sich  ai^  ^^^  ^^°®  Aufgabe  aus 
dem  Gebiet  der  linearen  Diophantischer^l^i^^^^^o^n  mit  Neben- 
bedingungen  deuten. 

Wir  betrachten   zunächst  den  Falter  Zerlegung  einer  Zahl 
in  4  Quadrate.     Bekanntlich  bilden  dj^nkzessiven  Quadratzahlen 
eine  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung,  ^d  zwar  ist 
x^  =  1  +  3  +  5^. +(2^-1). 

Sei  eine  beliebige  Zahl  w  in  4  Quad'te  zerlegt,  n  =  x\-\ \-x\, 

x^,x^,x^,  x^>0,  so  ist  daher: 

n  =  l  +  3  +  5  +  --t-(2a;,-l) 
+  1  +  3  +  5  +  -  +(2^,-1) 
+  1  +  3  +  5+  -  +  (2^3-1) 
+  l  +  3  +  54--  +  (2^4-l)' 
d.  h.:  Für  jede  positive  ganze^ahl  n  ist  die  Gleichung: 

n  =  Wj  •  1  +  2r  3  +  «/g  •  5  +  M«  •  7  +  •  ■  • 

in  ganzzahligen  w,-  lösbar  -nit  der  Nebenbedingung  4^Wi^w, 
=  M3^.-->:0,  wobei  natirlich  für  jedes  gegebene  n  von  einer 
gewissen  Stelle  an  die  ?<  =  0  sein  müssen.  Ebenso  ist  wegen 
des  Satzes:   Jede  Zahl  isc  als  Summe   von  höchstens   3  Trigonal- 


AlJge^ 


\^^'«  ist 


fahlen   ^^^eX  ^^  ^  ^rz«,^,^^^^      inime  von  höchstens  k  ga 

"'"""^^a^       ^^'^   V    ir^'   «.^«3, «3....  in  inf  ,    wo 
agerDieV!"^  ••  m  i./ völlig    gleichbedeutP.^^   ^u 


Aussage:  Die 


Art:  Es  ist  möglich,  jede 

^-^  von  höchstens  y?;  ganzen 

^  .     "     -i»  «2  5«3....  in  inf.,    wo 

völlig    gleichbedeutend  mit   der 


wo 


:«2+K%+b,u,+ 


0, 


=  «,-«,>  0,     b,  =  a^_, 

f  ^«r  jedes  PO  J*=;'-'''-°'---. 

W"';''"^^^^ S:  i^  ^r^"  ^''"-  ».  lösbar  -it 

-Infolgedessen  istlr^  '  =  "» ^ «=  ^   •  •  Ä 0. 

gegebenen  E.ponentJ''  \"'  ^aringsohe  Problem  für  jeden  vor- 

er  etzbar.    Für  die  Lör'!,  '^'"^  ''««*™te  derartige  Gleichnn^ 

Interpretation  nichts  ^el  '''  ^™"<'»^   -*  jedoch'^durch   d,e"f 


I 


Lebenslauf. 


Ich,   Aubrey  J.  Kempner,    britischei*   Staatsangehöriger, 
geboren  am  22.  September  1880  zu  London  als  Sohn  des  Kanf- 

lanns  Nathan  Kempner  und  seiner  Ehefrau  Sophia,  geb.  Allberry. 

fach  dem  Tode  meiner  Eltern  kam  ich  1891  nach  Deutschland, 
Vo  ich  seitdem  mit  nur  kurzen  Unterbrechungen  gelebt  habe.  Ich 
besuchte  zunächst  die  VIII.  Realschule  zu  Berlin,  welche  ich  1896 
mit  dem  Einjährigen-Zeugnis  verließ,  und  trat  dann  in  ein  Berliner 
Bankgeschäft  ein,  indem  ich  bis  Oktober  1901  tätig  war.  Um 
Mathematik  studieren  zu  können,  bereitete  ich  mich  darauf  pri- 
vatim auf  das  Abiturienten-Examen  vor,  das  ich  Oktober  1902  an 
der  Luisenstädtischen  Oberrealschule  in  Berlin  ablegte.  Ich  stu- 
dierte an  der  Berliner  Universität  bis  Ostern  1905  und  hörte  dort 
besonders  Vorlesungen  der  folgenden  Herren:  Frobenius,  Knoblauch, 
Landau,  Schur,  Schwarz,  und,  an  der  Technischen  Hochschule  zu 
Charlottenburg,  Herrn  Jahnke.  Von  Ostern  1905  an  studierte  ich 
in  Gröttingen  unter  den  Herren:  Ambronn,  Hartmann,  Herglotz, 
Hilbert,  Klein,  Landau,  Minkowski  f ,  Schwarz schild,  Toeplitz,  Voigt, 
Zermelo.  Allen  meinen  Lehrern  sage  ich  herzlichen  Dank ,  ins- 
besondere Herrn  Geheimrat  Hilbert,  dessen  Seminar  ich  die  An- 
regung zu  dieser  Dissertation  verdanke,  Herrn  Dr.  Toeplitz, 
besonders  für  sein  stets  reges  persönliches  Interesse,  vor  allem 
aber  meinem  verehrten  Lehrer  Herrn  Professor  Landau,  sowohl 
für  das  mir  in  reichem  Maße  erwiesene  Wohlwollen  wie  auch  für 
die  vielfache  Belehrung  und  Anregung,  die  ich  durch  Vorlesungen 
und  Unterredungen  von  ihm  empfangen  durfte. 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit  zugleich,  um  Herrn  stud.  math. 
Kamke  in  Göttingen  für  die  viele  Hilfe,  die  er  mir  seit  meiner 
Übersiedelung  nach  Urbana  (Illinois)  bei  den  Korrekturen  und  der 
genauen  Durchprüfung  der  Dai'stellung  geleistet  hat,  meinen  Dank 
abzustatten. 
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